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Cours — Chapitre 07

Limite d’une fonction

1™ année Bac Sciences Expérimentales - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza
20262027

Plan du chapitre. I. Limites usuelles — II. Opérations sur les limites — III. Limites des polynémes et des
fonctions rationnelles — IV. Limites des fonctions trigonométriques — V. Limites et ordre — VI. Lecture
graphique des limites.

Durée indicative : 11 heures. Prérequis : généralités sur les fonctions numériques, calcul numérique, ordre
dans R, trigonométrie.

I. Limites usuelles

Activité 1

0,58 . 1
On consideére les fonctions x + 22, z + 23, 2+ /T et > —.
x

1
1) Calculer 22, 23, \/z et — pour = € {4; 25; 100; 10*; 10°}.
75

1
2) Que deviennent 22, 2% et \/ lorsque  prend des valeurs de plus en plus grandes? Et — ?
75

» Afficher / Masquer la solution
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| Activité 2

1
1) Calculer — pour z € {—0,1;—0,01;—0,001} puis pour x € {0,001;0,01;0,1}.
75

2) Que devient — lorsque = se rapproche de 0 en restant positif? en restant négatif?
x

» Afficher / Masquer la solution

Propriété 1 (limites usuelles, admises)
Soit n € N*.
En +o00 En —oc0 En 0
lim 2™ = lim 2™ = 400 si n est pair, —co sin est | limz™ =0
r—r+00 T—r—00 x—0
+00 impair
lim —=| lim — =0 lim — =+o0
z—+oo ™ z——o0 L™ z—0+ ™
1- f . 1- 1 . + . t . . t
Jim Vo= Jlim — = +00 si 7 est pair, —0o sin es
+00 impair
I
lim — = lim yx=0et lim — =400
T—+00 \/E x—0+ f z—0+ \/E
0
La fonction = — /= n’est définie que sur [0;+oo] : elle n’a pas de limite en —oo, ni & gauche en 0.
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Exemple 1
Calculer les limites suivantes :
6. 3. 6 5.0 1 i 1 1 1 i 1
lim =z lim =z lim z°; lim x lim /x; lim — 5 lim —; lim —; lim —; lim —;
T——+00 T—r—+00 T——00 T——00 T—r—+00 r——+00 I T—r—+00 \/E x—0t+ X x—0— 1‘4 r—0+ :[,‘5
1 1 1 1 1 1 1 1 . a2
lim ; lim — 5 lim —; lim z3; lim ; lim —; lim —; lim —; lim 20 x —; lim —=;
o0— 20 @0 x4 250 5 7 20 500 g8 " a—o00 24 0+ VT a=—o0 \/T a—too x3’ zo+o0 \/T
lim /z.
x~>0+\f

» Afficher / Masquer la solution

Propriété 2

Soit f une fonction définie a droite et & gauche de a, et £ un réel (ou +o0).

lim f(z) = — hm fle)=0 et lim f(z)=

T—a r—a™t T—a~

En particulier, si hm f(z) # lim f(z), alors f n’admet pas de limite en a.
z—at T—a~

Exemple 2

Soit f la fonction définie par f(x) =2r —1siz >4et f(z)=2—2+ % six < 4 (avec x # 0).
1) Calculer f(16), f(9), f(1), f(2) et f(3).
2) Calculer 111£1+ f(z) et luzrlli f(x).

)
3) La fonction f admet-elle une limite en 47
4) Calculer lim f(z) et lim f(x). Conclure.
z—0t z—0~

» Afficher / Masquer la solution
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‘ Remarque ’

Pour parler de la limite de f en a (resp. a droite, a gauche de a, en +o00, en —c0), f doit étre définie au
voisinage de a : sur un ensemble de la forme |a — r;a[UJa;a + r| (resp. |laja + r[, |a — r;a], |A;+00],

— 00; A|) inclus dans Dy, avec r > 0.
f

II. Opérations sur les limites

Propriété 3 (admise)

Dans les tableaux, £ et ' sont des réels; « F.I. » signifie forme indéterminée : on ne peut pas conclure

directement.

lim f / / 400 | —0 | +00
lim g 4 +o00 | +00 | —00 | —c0
lim(f+g) | £+ | £oo | 400 | —00 | F.I.

lim f 0 | £>0]£<0| 400 | 00 | —0 0
lim g ¢ | oo | oo | 400 | —o0 | —o0 | doo

lim(f xg) | ¢/ | o0 | Foo | 400 | =00 | +o | F.L

lim f 12 12 £>0o0u+oco | £>0o0u+oo | oo

limg | ¢/ #0 | o0 0F 0~ +oo

lim i é 0 400 —00 F.I. | F.I.
gl

(Silim f = ¢ < 0 ou —o0, les signes des deux colonnes 0 et 0~ sont échangés.) Enfin, si lim f = +oo alors
lim+/f = +oo; et pour n € N* lim f = 400 = lim f™ = 400 si n est pair, et lim f* = lim f si n est impair.

Remarque

o o 00 0 o —
Il y a quatre formes indéterminées : « +00—00 », « 0 X 00 », « — » et « — ». Pour lever une indétermination,
o

on transforme Iécriture : factorisation (identités remarquables, racines d’un trinéme, division euclidienne),
multiplication par I'expression conjuguée, mise en facteur du terme dominant, changement de variable,

encadrement (propriétés 4, 5 et 6).
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Exemple 3
Calculer les limites suivrimtes g
lim (23 +5); lim <7+i+x2) lim (23422 —7); lim (—§—z—|—1>' lim (1—z)3(—22+4);
T—+00 ! r—+00 \ \/E T "0 ! z—0+ €T x2 T 50 !
dr + 1 2—x —4 ] 5 . 6 . 1 . 20 + 3

lim ——; lim ——; lim —; lim ———; lim ; lim ——; lim ———.
5232 =5 20— 22 ' 150- 23 a2t —x+2 223-3—1 2(-3)+r 22 +4x+ 3 22— 12— 4

» Afficher / Masquer la solution

Méthode — Rappels utiles

— Signe d’un trinéme az? + bz + ¢ de discriminant A > 0 et de racines x; < 9 : il est du signe de a a
Pextérieur de [z ;z2] et du signe de —a entre les racines.

— Factorisation : si 1 et 29 sont les racines, ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(z — 22).

— Division euclidienne : si P est un polynéme de degré n > 1 et P(a)) = 0, alors il existe un polynéme @
de degré n — 1 tel que P(z) = (z — a)Q(x) ; Q s’obtient en divisant P(z) par z — a.

— Identités : a3 —b® = (a — b)(a? +ab+b?); a® + b3 = (a+b)(a? — ab+b?); (a £ b)3 = a® £ 3a?b + 3ab® £ b>.

— Expressions conjuguées (a,b > 0) : (va—Vb)(v/a+ vb) =a—b; (ya—b)(ya+b) =a— b
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Exemple 4
Calculer les limites suivantes (formes indéterminées) :
2 2 2 3 2
v —4 3z —bxr — 2 2z —3x — 2 2> —8 a7 — 25
li - i - i - i - i - i 2 o .
a:1—>r%x—2’:c1—>1% T —2 7m1—>1%x3—m2—x—2’xl—>m2x3—a:2—x—2’wl—% 4—2:E’x—1>r-il-1<>o(m\/5 3$)’
lim (2z — ).
T—r—+00

» Afficher / Masquer la solution

Exemple 5
|

Calculer, a ’aide des expressions conjuguées :
. -9 . V3 —-3-3 VIt -9z . 2—+z+3
lim —— lim — ;  lim ;o lim

230z -3’ ao4 x4 ' a9 z ©oesll—Rm—1

» Afficher / Masquer la solution

Remarque

Si f admet une limite en a, cette limite est unique. On dit que la limite est finie si ¢’est un réel, infinie si
c’est 400 ou —o0.

lim f(z) =¢ < lim (f(z) —¢) = 0.

T—a r—a
1 1
Si lim f = ¢, alors lim? =7 (si £ #0), im/Ff =Vl (si£>0et f>0), limaf = al; et pour une
constante ¢, limc = c.
Si f est paire, xEEnOO flx) = zgrfoof(:v) ; si f est impaire, .zll)IEloo flx)=-— xkrfoof(x)

III. Limites des polynomes et des fonctions rationnelles
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Propriété 4

Soient P et (Q deux polyndmes et a un réel tel que Q(a) # 0.
P P
— lim P(z) = P(a) et lim Plz) = (a)‘
z—a z—a Q(x) Q(a)
— En 400 et en —o0, un polyndéme a la méme limite que son terme de plus haut degré, et une fonction

rationnelle a la méme limite que le quotient des termes de plus haut degré : si az” et bz sont ces

P(a;) . ax”
termes, l1m = lim .

Exemple 6
Calculer les limites suivantes : s
2t —r+1 x° —3x+1
. 3 k.4 - 2 BT 2 ;
xglfoo(a: 52 +2x—1); hmoo( 3z°+4x+7); zlinill(Zx =3k xEIJIrloo pe e SR meOO S pe—t

» Afficher / Masquer la solution

Remarque

Lorsque la limite de vaz? 4+ bx + ¢ + (ax + 3) en o0 est une forme indéterminée :

— si y/a = |al, on multiplie et on divise par ’expression conjuguée puis on met x en facteur;
— si y/a # |a|, on met 22 en facteur sous la racine, en utilisant v#2 = |z| (donc Va2 =z siz > 0et Vr

six <0).

Exemple 7

Calculer les limites suivantes :
lim (Vz?2+3—-2); lim (Va?+3—1); hm (Va2 +4x+1-22z+3); lim (V42?2 —xz+2+2z+1).
T——00 T——00

T—+00

» Afficher / Masquer la solution

IV. Limites des fonctions trigonométriques
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Propriété 5 (admise)

— Pour tout réel a : lim cosz = cosa et lim sin z = sin a.
r—a r—a

— Pour tout réel a # T + kr (k € Z) : lim tanz = tana.
2 T—a

sin x tan x 1—cosxz 1
— Limites usuelles : lim =1; Ilim =1; lm—=-.
z—0 I z—0 T z—0 x2 2
sin(ax tan(ax 1 — cos(ax 1
— Plus généralement, pour a # 0 : lim (az) =1, lim L =1et lim # = —.
a0 ax a0 ax a—0  (ax)? 2
Exemple 8
Calculer les limites suivantes :

. . sin(bx) . 1—cos(3z) . tan(zx —2) ) /2 . cosxT .
lim cosx; lim ;o lim —————=; lim —————=; lim zsin (7) ; lim ; lim tanz;
% z—0 3w z—0 7 52 T —2 T—+00 z z—0- T =T

lim tanz.
z—= ()T

» Afficher / Masquer la solution

V. Limites et ordre

Propriété 6 (admise)

Soient f, g, h trois fonctions définies au voisinage de a (a réel, +00 ou —o0) et £ un réel.
— Si g(x) < f(z) < h(x) au voisinage de a et lim g = lim h = ¢, alors lim f = /.
— Si |f(z) — ¢| < g(z) au voisinage de a et lim g = 0, alors lim f = /.
( (
( (

Méthode — Rappel

Si f(z) > g(z) au voisinage de a et lim g = +o0, alors lim f = 4o0.
— Si f(z) < g(z

) au voisinage de a et lim g = —o0, alors lim f = —oo.

Pour tout réel X : —1 <cos X <1, —1<sinX <1, [cosX|<1et|sinX]|<I.
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‘ Exemple 9

s : ] . Ccos T . !
Calculer les limites suivantes : lim (2 4 2cosx); lim ; lim 2zsin (—)
T—>—00 T—+00 I z—0 a5

» Afficher / Masquer la solution

Remarque

Les fonctions x + cosz, x + sinx et x + tanz n’ont pas de limite en +o0o ni en —oo : elles prennent
indéfiniment toutes leurs valeurs, sans se rapprocher d’un nombre.

VI. Lecture graphique des limites
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Exemple 10

Dans le repere ci-dessous, (Cf) et (Cy) sont les courbes de deux fonctions f et g définies respectivement sur
R\ {—2;1} et sur R\ {2}. Les droites en pointillés sont des asymptotes.

1) Déterminer graphiquement xkrzloof(m), xEToo f(x), gﬁ_}lgg)i f(x), I_)l%r_nZ)Jr f(=), xlig{ f(x) et x11>111rl+ f(x).
16

2) Dresser le tableau de variations de f en y ajoutant ces limites. (On donne f(0) =0 et f(4) 5 )

3) Déterminer graphiquement xkrzloo g(x), xhr}_loo 9(z), mIigE g(z) et xllgﬂ g(z).

4) Dresser le tableau de variations de g.

(Cp)

e e e e e e o]

Y (i Sy Sy gy g iyl Syt Syt Wy

» Afficher / Masquer la solution
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