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Exercice 1 — Opérations sur les limites ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer les limites suivantes :
1) lim

x→4

(
2x3 − 1 + 2√

x

)
; 2) lim

x→3+

x2 + x

x2 − x − 6 ; 3) lim
x→2+

4x + 1
x2 − 5x + 6 ; 4) lim

x→1+

3x − 5
1 − x

;

5) lim
x→0+

2
−x2 + 3x

; 6) lim
x→3−

1
x − 3 ; 7) lim

x→−∞
(2 − x)3(−x2 + 4x + 1) ; 8) lim

x→0−

( 2
x4 − 3

x3

)
;

9) lim
x→0−

√
2 − 1

x
; 10) lim

x→−3

√
7 − 3x ; 11) lim

x→2+

( 3x

x − 2 − 1
4 − x2

)
.

▶ Afficher / Masquer la solution

1) 2x3 − 1 → 2 × 64 − 1 = 127 et 2√
x

→ 2
2 = 1, donc la limite vaut 128.

2) x2 + x → 12. x2 − x − 6 = (x − 3)(x + 2) ; pour x > 3, les deux facteurs sont positifs, donc x2 − x − 6 → 0+. « 12
0+ »

= +∞.
3) 4x + 1 → 9. x2 − 5x + 6 = (x − 2)(x − 3) ; pour 2 < x < 3, x − 2 > 0 et x − 3 < 0, donc x2 − 5x + 6 → 0−. « 9

0− »
= −∞.
4) 3x − 5 → −2 et, pour x > 1, 1 − x < 0 : 1 − x → 0−. « −2

0− » = +∞.

5) −x2 + 3x = x(3 − x) ; pour 0 < x < 3, ce produit est positif : −x2 + 3x → 0+. « 2
0+ » = +∞.

6) Pour x < 3, x − 3 < 0 : « 1
0− » = −∞.

7) 2 − x → +∞, donc (2 − x)3 → +∞. −x2 + 4x + 1 = −x2 + (4x + 1) avec −x2 → −∞ et 4x + 1 → −∞, donc
−x2 + 4x + 1 → −∞. « (+∞) × (−∞) » = −∞.
8) x4 → 0+, donc 2

x4 → +∞ ; pour x < 0, x3 → 0−, donc 3
x3 → −∞ et − 3

x3 → +∞. La somme tend vers +∞.

9) Pour x < 0, 1
x

→ −∞, donc 2 − 1
x

→ +∞ et
√

2 − 1
x

→ +∞.

10) 7 − 3x → 7 + 9 = 16, donc
√

7 − 3x →
√

16 = 4.
11) 3x → 6 et x − 2 → 0+, donc 3x

x − 2 → +∞. Pour x > 2, 4 − x2 < 0, donc 1
4 − x2 → −∞ et − 1

4 − x2 → +∞. La
somme tend vers +∞.

Exercice 2 — Limite à gauche, limite à droite ⋆⋆⋆⋆⋆

Soit a un réel et f la fonction définie sur R \ {−2} par :

f(x) = x2 + 5
x + 2 si x ≤ 1 et f(x) = 3 − ax2 si x > 1.

Calculer f(1), puis déterminer le réel a pour que lim
x→1

f(x) = f(1).

▶ Afficher / Masquer la solution

1) 1 ≤ 1, donc f(1) = 1 + 5
1 + 2 = 6

3 = 2.

À gauche de 1 : lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

x2 + 5
x + 2 = 6

3 = 2.

À droite de 1 : lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(3 − ax2) = 3 − a.
On a lim

x→1
f(x) = f(1) si et seulement si les limites à gauche et à droite en 1 sont égales à f(1) = 2, c’est-à-dire 3 − a = 2,

soit a = 1.
Pour a = 1, on a bien lim

x→1
f(x) = 2 = f(1).
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Exercice 3 — Formes indéterminées : factorisation ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer les limites suivantes :
1) lim

x→2

x3 − 8
x − 2 ; 2) lim

x→−3

x3 + 27
x + 3 ; 3) lim

x→0

(3 + x)2 − 9
x

; 4) lim
x→3

x2 − 3x

x2 − 9 ;

5) lim
x→−1

x2 + x

x2 − 1 ; 6) lim
x→1

x2 + 2x − 3
2x2 − x − 1 ; 7) lim

x→1

x3 − 1
x4 − 1 ; 8) lim

x→16

x − 16√
x − 4 ;

9) lim
x→2

x2 − 4
√

x −
√

2
; 10) lim

x→3

x −
√

3x

x − 3 ; 11) lim
x→3

√
x −

√
3

x2 − 3x
; 12) lim

x→+∞
(3x −

√
x) ;

13) lim
x→0+

( 1
x

− 1
x2

)
; 14) lim

x→0

(x + 1)3 + (x − 1)2 − 2
x

; 15) lim
x→1+

x2 + 2x − 3
(x − 1)2 ;

16) lim
x→−2+

3x2 + 5x − 2
x3 + 2x2 − x − 2 ; 17) lim

x→2−

x2 + x − 6
x3 − 3x2 + 4 ; 18) lim

x→1

−x3 + 3x2 − x − 1
−x2 + 4x − 3 ;

19) lim
x→+∞

(√
3x + 1 − 2x2 + x + 5

)
; 20) lim

x→+∞

(√
x + 3 + x3 − 2x

)
.

▶ Afficher / Masquer la solution

Les limites 1) à 11) et 13) à 18) sont des formes indéterminées : on factorise, puis on simplifie.

1) x3 − 8 = (x − 2)(x2 + 2x + 4), donc x3 − 8
x − 2 = x2 + 2x + 4 → 4 + 4 + 4 = 12.

2) x3 + 27 = x3 + 33 = (x + 3)(x2 − 3x + 9), donc x3 + 27
x + 3 = x2 − 3x + 9 → 9 + 9 + 9 = 27.

3) (3 + x)2 − 9 = x2 + 6x = x(x + 6), donc (3 + x)2 − 9
x

= x + 6 → 6.

4) x2 − 3x

x2 − 9 = x(x − 3)
(x − 3)(x + 3) = x

x + 3 → 3
6 = 1

2.

5) x2 + x

x2 − 1 = x(x + 1)
(x − 1)(x + 1) = x

x − 1 → −1
−2 = 1

2.

6) 1 est racine des deux trinômes : x2 + 2x − 3 = (x − 1)(x + 3) et 2x2 − x − 1 = (x − 1)(2x + 1). Donc x2 + 2x − 3
2x2 − x − 1 =

x + 3
2x + 1 → 4

3 .

7) x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1) et x4 − 1 = (x2 − 1)(x2 + 1) = (x − 1)(x + 1)(x2 + 1). Donc x3 − 1
x4 − 1 = x2 + x + 1

(x + 1)(x2 + 1) →
3

2 × 2 = 3
4.

8) Pour x ≥ 0 : x − 16 = (
√

x − 4)(
√

x + 4), donc x − 16√
x − 4

=
√

x + 4 → 8.
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Exercice 3 (suite)

▶ Afficher / Masquer la solution

9) Pour x > 0 : x2−4 = (x−2)(x+2) = (
√

x−
√

2)(
√

x+
√

2)(x+2), donc x2 − 4
√

x −
√

2
= (

√
x+

√
2)(x+2) → 2

√
2×4 = 8

√
2.

10) On multiplie par la conjuguée x +
√

3x : x −
√

3x

x − 3 = x2 − 3x

(x − 3)(x +
√

3x)
= x

x +
√

3x
→ 3

3 + 3 = 1
2.

11)
√

x −
√

3
x2 − 3x

= x − 3
x(x − 3)(

√
x +

√
3)

= 1
x(

√
x +

√
3)

→ 1
3 × 2

√
3

= 1
6
√

3
=

√
3

18 .

12) Forme « +∞ − ∞ ». Pour x > 0 : 3x −
√

x =
√

x (3
√

x − 1), produit de deux facteurs qui tendent vers +∞ : la
limite est +∞.
13) Forme « +∞ − ∞ ». On réduit au même dénominateur : 1

x
− 1

x2 = x − 1
x2 ; x − 1 → −1 et x2 → 0+, donc la limite

est −∞.
14) On développe : (x + 1)3 + (x − 1)2 − 2 = x3 + 3x2 + 3x + 1 + x2 − 2x + 1 − 2 = x3 + 4x2 + x. Pour x ̸= 0 :
x3 + 4x2 + x

x
= x2 + 4x + 1 → 1.

15) x2 + 2x − 3
(x − 1)2 = (x − 1)(x + 3)

(x − 1)2 = x + 3
x − 1 ; x + 3 → 4 et x − 1 → 0+ : la limite est +∞.

16) En −2 : 3 × 4 − 10 − 2 = 0 et −8 + 8 + 2 − 2 = 0. On factorise : 3x2 + 5x − 2 = (x + 2)(3x − 1) et x3 + 2x2 − x − 2 =

x2(x + 2) − (x + 2) = (x + 2)(x2 − 1). Donc 3x2 + 5x − 2
x3 + 2x2 − x − 2 = 3x − 1

x2 − 1 → −7
3 .

17) x2 + x − 6 = (x − 2)(x + 3) ; la division euclidienne de x3 − 3x2 + 4 par x − 2 donne x2 − x − 2 = (x − 2)(x + 1), donc

x3 − 3x2 + 4 = (x − 2)2(x + 1). x2 + x − 6
x3 − 3x2 + 4 = x + 3

(x − 2)(x + 1) ; x + 3 → 5, x + 1 → 3 et x − 2 → 0− : la limite est −∞.

18) En 1 : −1 + 3 − 1 − 1 = 0 et −1 + 4 − 3 = 0. La division euclidienne donne −x3 + 3x2 − x − 1 = (x − 1)(−x2 + 2x + 1)

et −x2 + 4x − 3 = (x − 1)(−x + 3). Donc −x3 + 3x2 − x − 1
−x2 + 4x − 3 = −x2 + 2x + 1

−x + 3 → 2
2 = 1.

19) Forme « +∞ − ∞ ». Pour x > 0 :
√

3x + 1 − 2x2 + x + 5 = x2
(√

3x + 1
x2 − 2 + 1

x
+ 5

x2

)
. Or

√
3x + 1
x2 = 1

x

√
3x + 1

x2 =

1
x

√
3
x

+ 1
x2 → 0 : la parenthèse tend vers −2 et x2 → +∞, donc la limite est −∞.

20) x3 − 2x = x(x2 − 2) → +∞ et
√

x + 3 → +∞ : la somme tend vers +∞.

Exercice 4 — Formes indéterminées : expressions conjuguées ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer les limites suivantes :
1) lim

x→1

√
x + 8 − 3
x − 1 ; 2) lim

x→0

√
4 + x −

√
4 − x

x
; 3) lim

x→2

√
3x + 3 − 3

x − 2 ;

4) lim
x→−2

√
x2 + 5 − 3
x2 + 2x

; 5) lim
x→4

x − 4√
x2 + 9 − 5

; 6) lim
x→0

√
x + 9 − 3
x2 + x

;

7) lim
x→0

√
2x + 1 −

√
x + 1√

x + 4 − 2
; 8) lim

x→2

√
x + 7 − 3√

3x − 2 − x
; 9) lim

x→2

√
3x − 2 −

√
x2 − x + 2

√
x −

√
2

;

10) lim
x→−2

x2 − 4√
1 − 4x − 3

; 11) lim
x→2+

√
x2 − 4 +

√
2x − 4√

x − 2
; 12) lim

x→1

√
x + 3 −

√
x − 1√

x + 8 −
√

x − 2
.

▶ Afficher / Masquer la solution

Toutes ces limites sont de la forme « 0
0 » : on multiplie par l’expression conjuguée, puis on simplifie.

1)
√

x + 8 − 3
x − 1 = x + 8 − 9

(x − 1)(
√

x + 8 + 3)
= 1√

x + 8 + 3
→ 1

6 .

2)
√

4 + x −
√

4 − x

x
= (4 + x) − (4 − x)

x(
√

4 + x +
√

4 − x)
= 2√

4 + x +
√

4 − x
→ 2

4 = 1
2.

3)
√

3x + 3 − 3
x − 2 = 3x + 3 − 9

(x − 2)(
√

3x + 3 + 3)
= 3√

3x + 3 + 3
→ 3

6 = 1
2.

4)
√

x2 + 5 − 3
x2 + 2x

= x2 − 4
x(x + 2)(

√
x2 + 5 + 3)

= x − 2
x(

√
x2 + 5 + 3)

→ −4
−2 × 6 = 1

3.

5) x − 4√
x2 + 9 − 5

= (x − 4)(
√

x2 + 9 + 5)
x2 − 16 =

√
x2 + 9 + 5

x + 4 → 10
8 = 5

4.
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6)
√

x + 9 − 3
x2 + x

= x

x(x + 1)(
√

x + 9 + 3)
= 1

(x + 1)(
√

x + 9 + 3)
→ 1

6 .

7) Numérateur :
√

2x + 1 −
√

x + 1 = x√
2x + 1 +

√
x + 1

. Dénominateur :
√

x + 4 − 2 = x√
x + 4 + 2

. Donc, pour x ̸= 0 :
√

2x + 1 −
√

x + 1√
x + 4 − 2

=
√

x + 4 + 2√
2x + 1 +

√
x + 1

→ 4
2 = 2.

8) Numérateur :
√

x + 7 − 3 = x − 2√
x + 7 + 3

. Dénominateur :
√

3x − 2 − x = 3x − 2 − x2
√

3x − 2 + x
= −(x − 1)(x − 2)√

3x − 2 + x
. Donc

√
x + 7 − 3√

3x − 2 − x
= −

√
3x − 2 + x

(x − 1)(
√

x + 7 + 3)
→ − 4

1 × 6 = −2
3 .

9) Numérateur :
√

3x − 2 −
√

x2 − x + 2 = 3x − 2 − x2 + x − 2
√

3x − 2 +
√

x2 − x + 2
= −(x − 2)2

√
3x − 2 +

√
x2 − x + 2

. Dénominateur :
√

x −

√
2 = x − 2

√
x +

√
2

. Donc le quotient vaut −(x − 2)(
√

x +
√

2)
√

3x − 2 +
√

x2 − x + 2
→ 0

4 = 0.

10)
√

1 − 4x − 3 = 1 − 4x − 9√
1 − 4x + 3

= −4(x + 2)√
1 − 4x + 3

, donc x2 − 4√
1 − 4x − 3

= (x − 2)(
√

1 − 4x + 3)
−4 → −4 × 6

−4 = 6.

11) Pour x > 2 :
√

x2 − 4 =
√

x + 2
√

x − 2 et
√

2x − 4 =
√

2
√

x − 2. On divise numérateur et dénominateur par
√

x − 2 :
√

x2 − 4 +
√

2x − 4√
x − 2

=
√

x + 2 +
√

2 → 2 +
√

2.

12) On écrit
√

x + 3−
√

x−1 = (
√

x + 3−2)−(
√

x−1) = x − 1√
x + 3 + 2

− x − 1√
x + 1

et
√

x + 8−
√

x−2 = (
√

x + 8−3)−(
√

x−

1) = x − 1√
x + 8 + 3

− x − 1√
x + 1

. On divise numérateur et dénominateur par x − 1 :
1√

x+3+2 − 1√
x+1

1√
x+8+3 − 1√

x+1
→

1
4 − 1

2
1
6 − 1

2
=

− 1
4

− 1
3

= 3
4.

Exercice 5 — Formes indéterminées en l’infini ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer les limites suivantes :
1) lim

x→−∞

√
x2 − 5x + 1 ; 2) lim

x→+∞

(
x −

√
x2 + 3

)
; 3) lim

x→−∞

(
−

√
3x2 − 4x + 1 − 5x + 2

)
;

4) lim
x→+∞

(√
4x2 − 3x + 1 + 5x − 2

)
; 5) lim

x→−∞

(
−

√
x2 + 2x − 3 − x + 5

)
;

6) lim
x→−∞

(√
4x2 + x + 3 + 2x − 1

)
; 7) lim

x→+∞

(√
x + 4

√
x −

√
x

)
; 8) lim

x→+∞

(√
3x2 + 1 −

√
x2 + x + 2

)
;

9) lim
x→+∞

√
x2 + 4 − 2
2x −

√
x

; 10) lim
x→−∞

√
x2 + x + 3x√
x2 + 2x − 2x

; 11) lim
x→+∞

√
x2 + 2x + 5

2x + 1 ;

12) lim
x→−∞

√
x2 − 4x + 1

x
; 13) lim

x→+∞

√
x − 1 −

√
x√

x + 3 +
√

x
; 14) lim

x→+∞

√
3x + 1

x2 − 2x + 4.

▶ Afficher / Masquer la solution

On rappelle que
√

x2 = |x| :
√

x2 = x si x > 0 et
√

x2 = −x si x < 0.
1) x2 − 5x + 1 → +∞ (même limite que x2), donc

√
x2 − 5x + 1 → +∞.

2) Forme « +∞ − ∞ » : x −
√

x2 + 3 = x2 − (x2 + 3)
x +

√
x2 + 3

= −3
x +

√
x2 + 3

→ 0.

3) Forme « −∞ + ∞ » avec
√

3 ̸= 5. Pour x < 0 :
√

3x2 − 4x + 1 = −x

√
3 − 4

x
+ 1

x2 , donc −
√

3x2 − 4x + 1 − 5x + 2 =

x
(√

3 − 4
x

+ 1
x2 − 5 + 2

x

)
; la parenthèse tend vers

√
3 − 5 < 0 et x → −∞ : la limite est +∞.

4) Ce n’est pas une forme indéterminée :
√

4x2 − 3x + 1 → +∞ et 5x − 2 → +∞, donc la limite est +∞.
5) −

√
x2 + 2x − 3 → −∞ et −x → +∞ : forme indéterminée, avec

√
1 = 1. On écrit l’expression −

(√
x2 + 2x − 3 +

x
)

+ 5 et
√

x2 + 2x − 3 + x = x2 + 2x − 3 − x2
√

x2 + 2x − 3 − x
= 2x − 3√

x2 + 2x − 3 − x
. Pour x < 0 on met −x en facteur :

−x
(

− 2 + 3
x

)
−x

(√
1 + 2

x − 3
x2 + 1

) → −2
2 = −1. Donc la limite cherchée est −(−1) + 5 = 6.

6) Forme « +∞ − ∞ » avec
√

4 = 2 :
√

4x2 + x + 3 + (2x − 1) = 4x2 + x + 3 − (2x − 1)2
√

4x2 + x + 3 − 2x + 1
= 5x + 2√

4x2 + x + 3 − 2x + 1
.

Pour x < 0 :
−x

(
− 5 − 2

x

)
−x

(√
4 + 1

x + 3
x2 + 2 − 1

x

) → −5
4 . La limite est −5

4 .
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7)
√

x + 4
√

x −
√

x = 4
√

x√
x + 4

√
x +

√
x

. On divise numérateur et dénominateur par
√

x : 4√
1 + 4√

x
+ 1

→ 4
2 = 2.

8) Pour x > 0 :
√

3x2 + 1 −
√

x2 + x + 2 = x
(√

3 + 1
x2 −

√
1 + 1

x + 2
x2

)
; la parenthèse tend vers

√
3 − 1 > 0 : la limite

est +∞.

9) Pour x > 0, on divise numérateur et dénominateur par x :

√
1 + 4

x2 − 2
x

2 − 1√
x

→ 1
2 .

10) Pour x < 0 :
√

x2 + x = −x
√

1 + 1
x et

√
x2 + 2x = −x

√
1 + 2

x . Donc
√

x2 + x + 3x√
x2 + 2x − 2x

=
−x

(√
1 + 1

x − 3
)

−x
(√

1 + 2
x + 2

) →

1 − 3
1 + 2 = −2

3 .

11) Pour x > 0 :
√

x2 + 2x + 5
2x + 1 =

x
√

1 + 2
x + 5

x2

x
(
2 + 1

x

) → 1
2 .

12) Pour x < 0 :
√

x2 − 4x + 1
x

=
−x

√
1 − 4

x + 1
x2

x
= −

√
1 − 4

x + 1
x2 → −1.

13) Numérateur :
√

x − 1 −
√

x = −1√
x − 1 +

√
x

→ 0 ; dénominateur :
√

x + 3 +
√

x → +∞. Le quotient tend vers 0.

14) Pour x > 0 :
√

3x + 1
x2 − 2x + 4 =

x
√

3
x + 1

x2

x2
(
1 − 2

x + 4
x2

) = 1
x

×

√
3
x + 1

x2

1 − 2
x + 4

x2

→ 0 × 0 = 0.
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Exercice 6 — Polynômes et fonctions rationnelles ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer les limites suivantes :
1) lim

x→−∞
(x3 −4x6 +2x) ; 2) lim

x→+∞
(−5x3 +x2 +7) ; 3) lim

x→−2
(x2 +2x4 −3) ; 4) lim

x→+∞
(3x2 −4x5 −x6 +1) ;

5) lim
x→−∞

x2 − 3x − 10
x3 + 2x2 − 5x + 1 ; 6) lim

x→+∞

3x3 − 5x + 2
−2x3 + x + 4 ; 7) lim

x→+∞

x4 − x + 3
x + 2 ;

8) lim
x→−∞

2x3 + x − 1
x2 + 5 ; 9) lim

x→−∞

6x5 − x2

3x3 + x − 2 ; 10) lim
x→−∞

5x4 − 2x

10x4 + x3 ; 11) lim
x→1

x2 + 4x

(3x + 1)2 ;

12) lim
x→−1

x2 − 2x

(x + 3)2 ; 13) lim
x→−∞

x2 + 4x

(3x + 1)2 ; 14) lim
x→+∞

√
9x2 + 1

x2 + x + 2.

▶ Afficher / Masquer la solution

On utilise la propriété 4 : en ±∞, on garde le terme de plus haut degré (ou le quotient des termes de plus haut degré).
1) lim

x→−∞
(−4x6) = −∞.

2) lim
x→+∞

(−5x3) = −∞.
3) Polynôme : (−2)2 + 2 × (−2)4 − 3 = 4 + 32 − 3 = 33.
4) lim

x→+∞
(−x6) = −∞.

5) lim
x→−∞

x2

x3 = lim
x→−∞

1
x

= 0.

6) lim
x→+∞

3x3

−2x3 = −3
2 .

7) lim
x→+∞

x4

x
= lim

x→+∞
x3 = +∞.

8) lim
x→−∞

2x3

x2 = lim
x→−∞

2x = −∞.

9) lim
x→−∞

6x5

3x3 = lim
x→−∞

2x2 = +∞.

10) lim
x→−∞

5x4

10x4 = 1
2.

11) Fonction rationnelle et (3 + 1)2 = 16 ̸= 0 : la limite vaut 1 + 4
16 = 5

16 .

12) (−1 + 3)2 = 4 ̸= 0 : la limite vaut 1 + 2
4 = 3

4.

13) (3x + 1)2 = 9x2 + 6x + 1, donc lim
x→−∞

x2 + 4x

9x2 + 6x + 1 = lim
x→−∞

x2

9x2 = 1
9.

14) lim
x→+∞

9x2 + 1
x2 + x + 2 = lim

x→+∞

9x2

x2 = 9, donc la limite vaut
√

9 = 3.

Exercice 7 — Fonctions trigonométriques ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer les limites suivantes :
1) lim

x→0

sin(4x)
x

; 2) lim
x→0

1 − cos(2x)
x2 ; 3) lim

x→0

1 − cos(2x)
tan2 x

; 4) lim
x→0

1 − cos(3x)
sin x

;

5) lim
x→0

sin2(3x)
x2 ; 6) lim

x→0+

sin(4x)
x3 ; 7) lim

x→−1

tan(x + 1)
x2 − 1 ; 8) lim

x→0

sin(3x)
tan(5x) ;

9) lim
x→0

1 − cos(2x)
x tan x

; 10) lim
x→+∞

x2
(
1 − cos 1

x

)
; 11) lim

x→0

tan(2x)(1 − cos x)
x3 ;

12) lim
x→0+

√
1 − cos(2x)

x
; 13) lim

x→0

2x − sin(3x)
tan x

; 14) lim
x→π−

2 + cos x

sin x
;

15) lim
x→+∞

(x − 2 + cos x) ; 16) lim
x→−∞

cos(2x)
x2 + 3 ; 17) lim

x→0

√
4 cos x + sin x − 2

x
;

18) lim
x→ π

3

sin x −
√

3 cos x

x − π
3

; 19) lim
x→ π

3

2 cos x − 1
x − π

3
; 20) lim

x→ π
2

1 − sin x

(π − 2x)2 ; 21) lim
x→ π

4

tan x − 1
4x − π

.

▶ Afficher / Masquer la solution

On utilise : lim
X→0

sin X

X
= 1, lim

X→0

tan X

X
= 1 et lim

X→0

1 − cos X

X2 = 1
2.
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Exercice 7 (suite)

▶ Afficher / Masquer la solution

1) sin(4x)
x

= 4 × sin(4x)
4x

→ 4.

2) 1 − cos(2x)
x2 = 4 × 1 − cos(2x)

(2x)2 → 4 × 1
2 = 2.

3) 1 − cos(2x)
tan2 x

= 1 − cos(2x)
x2 ×

( x

tan x

)2
→ 2 × 1 = 2.

4) 1 − cos(3x)
sin x

= 1 − cos(3x)
x2 × x × x

sin x
→ 9

2 × 0 × 1 = 0.

5) sin2(3x)
x2 = 9

( sin(3x)
3x

)2
→ 9.

6) sin(4x)
x3 = sin(4x)

4x
× 4

x2 ; le premier facteur tend vers 1 et 4
x2 → +∞ : la limite est +∞.

7) tan(x + 1)
x2 − 1 = tan(x + 1)

x + 1 × 1
x − 1 . On pose X = x + 1 → 0 : tan X

X
→ 1, et 1

x − 1 → −1
2 . La limite est −1

2 .

8) sin(3x)
tan(5x) = sin(3x)

3x
× 5x

tan(5x) × 3
5 → 3

5 .

9) 1 − cos(2x)
x tan x

= 1 − cos(2x)
x2 × x

tan x
→ 2 × 1 = 2.

10) On pose X = 1
x

: X → 0+ et x2
(

1 − cos 1
x

)
= 1 − cos X

X2 → 1
2 .

11) tan(2x)(1 − cos x)
x3 = 2 × tan(2x)

2x
× 1 − cos x

x2 → 2 × 1 × 1
2 = 1.

12) Pour x > 0 :
√

1 − cos(2x)
x

=
√

1 − cos(2x)
x2 →

√
2.

13) 2x − sin(3x)
tan x

=
(

2 − 3 × sin(3x)
3x

)
× x

tan x
→ (2 − 3) × 1 = −1.

14) 2 + cos x → 2 − 1 = 1 ; pour x ∈ ]0 ; π[, sin x > 0, donc sin x → 0+ : la limite est +∞.
15) cos x ≥ −1, donc x − 2 + cos x ≥ x − 3 ; or x − 3 → +∞, donc la limite est +∞.

16)
∣∣∣cos(2x)

x2 + 3

∣∣∣ ≤ 1
x2 + 3 et 1

x2 + 3 → 0, donc la limite est 0.

17) Expression conjuguée :
√

4 cos x + sin x − 2
x

= 4 cos x + sin x − 4
x

(√
4 cos x + sin x + 2

) =
−4 × 1−cos x

x2 × x + sin x
x√

4 cos x + sin x + 2
. Le numérateur

tend vers −4 × 1
2 × 0 + 1 = 1 et le dénominateur vers 4 : la limite est 1

4 .

18) sin x −
√

3 cos x = 2
(1

2 sin x −
√

3
2 cos x

)
= 2

(
sin x cos π

3 − cos x sin π

3

)
= 2 sin

(
x − π

3

)
. On pose X = x − π

3 → 0 :

le quotient vaut 2 × sin X

X
→ 2.

19) On pose X = x − π

3 : 2 cos x = 2 cos
(

X + π

3

)
= cos X −

√
3 sin X, donc 2 cos x − 1

x − π
3

= cos X − 1
X

−
√

3 sin X

X
=

−X × 1 − cos X

X2 −
√

3 sin X

X
→ 0 −

√
3 = −

√
3.

20) On pose X = x− π

2 → 0 : sin x = sin
(

X + π

2

)
= cos X et π−2x = −2X. Donc 1 − sin x

(π − 2x)2 = 1 − cos X

4X2 → 1
4 × 1

2 = 1
8.

21) tan x − 1 = sin x − cos x

cos x
et sin x − cos x =

√
2 sin

(
x − π

4

)
. On pose X = x − π

4 → 0 ; 4x − π = 4X, donc
tan x − 1
4x − π

=
√

2
4 cos x

× sin X

X
→

√
2

4 ×
√

2
2

× 1 = 1
2.
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