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Exercice 1 — Équations et inéquations ⋆⋆⋆⋆⋆

1. Résoudre dans R les équations suivantes : e2x−1 = 3 ; ex2+x = e2 ; e2x − 5ex + 6 = 0 ; ex2 = 1
4.

2. Résoudre dans R les inéquations suivantes : ex2
> e2x+3 ; e2x − 4ex + 3 ≤ 0 ; e3x − 5e2x + 6ex > 0 ;

ln (ex − 3e−x) < 0.

▶ Afficher / Masquer la solution

1.

— e2x−1 = 3 ⇐⇒ 2x − 1 = ln 3 ⇐⇒ x = 1 + ln 3
2 . S =

{
1 + ln 3

2

}
.

— ex2+x = e2 ⇐⇒ x2 + x − 2 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(x + 2) = 0. S = {−2; 1}.
— On pose X = ex > 0 : X2 − 5X + 6 = (X − 2)(X − 3) = 0 ⇐⇒ X = 2 ou X = 3. S = {ln 2; ln 3}.
— ex2 ≥ e0 = 1 >

1
4 pour tout réel x : S = ∅.

2.
— ex2

> e2x+3 ⇐⇒ x2 − 2x − 3 > 0 ⇐⇒ (x + 1)(x − 3) > 0. S =] − ∞; −1[∪]3; +∞[.
— X = ex : X2 − 4X + 3 = (X − 1)(X − 3) ≤ 0 ⇐⇒ 1 ≤ X ≤ 3 ⇐⇒ 0 ≤ x ≤ ln 3. S = [0; ln 3].
— e3x − 5e2x + 6ex = X(X − 2)(X − 3) avec X > 0 : elle est strictement positive si et seulement si X < 2 ou X > 3.

S =] − ∞; ln 2[∪] ln 3; +∞[.
— Domaine : ex −3e−x > 0 ⇐⇒ e2x > 3 ⇐⇒ x >

ln 3
2 = ln

√
3. Sur ce domaine : ln (ex − 3e−x) < 0 ⇐⇒ ex −3e−x <

1 ⇐⇒ X2 − X − 3 < 0 (en multipliant par X > 0) ⇐⇒ X <
1 +

√
13

2 (car X > 0). S =
]
ln

√
3 ; ln 1 +

√
13

2

[
.

Exercice 2 — Domaines de définition ⋆⋆⋆⋆⋆

Déterminer l’ensemble de définition Df de la fonction f dans chacun des cas suivants :

f(x) = x

ex − 2 ; f(x) = ex

e2x − 9 ; f(x) =
√

1 − e−x ; f(x) = ln
(

ex − 3
ex + 1

)
.

▶ Afficher / Masquer la solution

— ex − 2 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= ln 2 : Df = R \ {ln 2}.
— e2x ̸= 9 ⇐⇒ 2x ̸= ln 9 ⇐⇒ x ̸= ln 3 : Df = R \ {ln 3}.
— 1 − e−x ≥ 0 ⇐⇒ e−x ≤ 1 ⇐⇒ −x ≤ 0 ⇐⇒ x ≥ 0 : Df = [0; +∞[.

— ex + 1 > 0, donc ex − 3
ex + 1 > 0 ⇐⇒ ex > 3 ⇐⇒ x > ln 3 : Df =] ln 3; +∞[.

Exercice 3 — Simplifications ⋆⋆⋆⋆⋆

Simplifier les nombres suivants, où x est un réel (strictement positif pour D) :

A = e2x+3

e2x−1 ; B = (ex)3 ×
(
e−x)2 ; C = e3x × ex+1

e2x+1 ×
√

e4x
; D = eln(2x+3) − e2 ln x.

▶ Afficher / Masquer la solution

A = e(2x+3)−(2x−1) = e4 ; B = e3x × e−2x = ex ; C = e4x+1

e2x+1 × e2x
= 1 ; D = (2x + 3) − x2 = −x2 + 2x + 3 (car

e2 ln x = eln x2 = x2).
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Exercice 4 — Limites ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

(
ex − 3x2)

; lim
x→−∞

(
e−x + x3)

; lim
x→+∞

(
ex − e2x

)
; lim

x→+∞

e2x + 3ex − 1
2e2x + 5 ;

2. lim
x→+∞

e
2x+1
x−3 ; lim

x→1−
e

1
x−1 ; lim

x→0

e3x − ex

x
; lim

x→0

esin x − 1
x

;

3. lim
x→0+

xe
1
x ; lim

x→+∞

ln x

ex
; lim

x→+∞

(
ln

(
e2x + ex + 1

)
− 2x

)
; lim

x→+∞
ex

(√
e2x + 4 − ex

)
;

4. lim
x→0

ex − cos x

3x
; lim

x→−∞
e

x2+1
x ; lim

x→+∞

ex + x

ex − x2 ; lim
x→+∞

x
(
e

1
x − 1

)
.

▶ Afficher / Masquer la solution

1.

— ex − 3x2 = x2
(

ex

x2 − 3
)

→ +∞.

— On pose X = −x → +∞ : e−x + x3 = eX − X3 = X3
(

eX

X3 − 1
)

→ +∞.

— ex − e2x = e2x (e−x − 1) → −∞.

— e2x + 3ex − 1
2e2x + 5 = 1 + 3e−x − e−2x

2 + 5e−2x
→ 1

2 .

2.
— 2x + 1

x − 3 → 2, donc la limite vaut e2.

— 1
x − 1 → −∞ quand x → 1−, donc la limite vaut 0.

— e3x − ex

x
= 3 × e3x − 1

3x
− ex − 1

x
→ 3 − 1 = 2.

— esin x − 1
x

= esin x − 1
sin x

× sin x

x
→ 1 × 1 = 1 (avec X = sin x → 0).

3.

— On pose X = 1
x → +∞ : xe

1
x = eX

X
→ +∞.

— ln x

ex
= ln x

x
× x

ex
→ 0 × 0 = 0.

— ln
(
e2x + ex + 1

)
− 2x = ln

(
1 + e−x + e−2x

)
→ ln 1 = 0.

— ex
(√

e2x + 4 − ex
)

= 4ex

√
e2x + 4 + ex

= 4√
1 + 4e−2x + 1

→ 2.

4.

— ex − cos x

3x
= 1

3

(
ex − 1

x
+ x × 1 − cos x

x2

)
→ 1

3

(
1 + 0 × 1

2

)
= 1

3.

— x2 + 1
x

= x + 1
x

→ −∞ en −∞, donc la limite vaut 0.

— ex + x

ex − x2 = 1 + xe−x

1 − x2e−x
→ 1.

— On pose X = 1
x → 0+ : x

(
e

1
x − 1

)
= eX − 1

X
→ 1.
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Exercice 5 — Dérivées ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer f ′(x) dans chacun des cas suivants (on précisera l’intervalle de dérivabilité) :

f(x) = e−x2+2x−1 ; f(x) = e
√

2x−1 ; f(x) = (2x + 1)e−3x ; f(x) = sin(x) ecos x ; f(x) = ln
(
2 + e3x

)
;

f(x) = e
x+1
x−1 ; f(x) = ex − 1

ex + 1 ; f(x) = 3√
e2x ; f(x) =

(
x2 + 1

)
e

1
x .

▶ Afficher / Masquer la solution

— Sur R : f ′(x) = (−2x + 2)e−x2+2x−1.

— Sur
] 1

2 ; +∞
[

: f ′(x) = 2
2
√

2x − 1
e

√
2x−1 = e

√
2x−1

√
2x − 1

.

— Sur R : f ′(x) = 2e−3x − 3(2x + 1)e−3x = (−6x − 1)e−3x.
— Sur R : f ′(x) = cos x ecos x − sin2 x ecos x =

(
cos x − sin2 x

)
ecos x.

— Sur R (2 + e3x > 0) : f ′(x) = 3e3x

2 + e3x
.

— Sur ] − ∞; 1[ et sur ]1; +∞[ :
(

x + 1
x − 1

)′

= −2
(x − 1)2 , donc f ′(x) = −2

(x − 1)2 e
x+1
x−1 .

— Sur R : f ′(x) = ex (ex + 1) − ex (ex − 1)
(ex + 1)2 = 2ex

(ex + 1)2 .

— f(x) = e
2x
3 , donc sur R : f ′(x) = 2

3e
2x
3 .

— Sur ] − ∞; 0[ et sur ]0; +∞[ : f ′(x) = 2xe
1
x +

(
x2 + 1

) (
− 1

x2

)
e

1
x = 2x3 − x2 − 1

x2 e
1
x .

Exercice 6 — Primitives ⋆⋆⋆⋆⋆

Déterminer une primitive de la fonction f sur R dans chacun des cas suivants :

f(x) = e−2x+3 +
√

ex ; f(x) = xex2−1 ; f(x) = e−x + 2x + 1 ;

f(x) = ex

√
ex + 3

; f(x) = e2x + 1
1 + e−x

; f(x) = e2x

e2x + 1 .

▶ Afficher / Masquer la solution

— F (x) = −1
2e−2x+3 + 2e

x
2 (car

√
ex = e

x
2 ).

— F (x) = 1
2ex2−1 (forme 1

2 u′eu avec u = x2 − 1).
— F (x) = −e−x + x2 + x.
— F (x) = 2

√
ex + 3 (forme u′

√
u

).

— 1
1 + e−x

= ex

ex + 1, donc F (x) = 1
2e2x + ln (ex + 1).

— F (x) = 1
2 ln

(
e2x + 1

)
(forme 1

2
u′

u avec u > 0).
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Exercice 7 — Étude d’une fonction composée ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur R par f(x) = ln (ex + 4e−x), et (Cf ) sa courbe dans un repère orthonormé
(O; ı⃗, ȷ⃗).
1. Calculer lim

x→−∞
f(x) et lim

x→+∞
f(x).

2. a. Montrer que, pour tout x ∈ R, f ′(x) = (ex − 2) (ex + 2)
e2x + 4 .

b. Étudier le signe de f ′(x), puis dresser le tableau de variations de f .
3. a. Montrer que la droite (∆) d’équation y = x est une asymptote oblique à (Cf ) au voisinage de +∞.

b. Montrer que, pour tout x ∈ R, f(x) = ln
(
e2x + 4

)
− x.

c. En déduire une équation de l’asymptote oblique à (Cf ) au voisinage de −∞.

4. Déterminer le point d’intersection de (Cf ) avec l’axe des ordonnées, et montrer que (Cf ) ne coupe pas
l’axe des abscisses.

5. Tracer la courbe (Cf ) dans le repère (O; ı⃗, ȷ⃗).
6. On considère l’équation (E) : f(x) = m, où m est un paramètre réel.

a. Discuter graphiquement, selon les valeurs de m, le nombre de solutions de (E).
b. Résoudre algébriquement l’équation (E).

▶ Afficher / Masquer la solution

1. En +∞ : ex → +∞ et 4e−x → 0, donc lim
x→+∞

f(x) = +∞. En −∞ : 4e−x → +∞, donc lim
x→−∞

f(x) = +∞.

2. a. f ′(x) = ex − 4e−x

ex + 4e−x
= e2x − 4

e2x + 4 = (ex − 2) (ex + 2)
e2x + 4 (en multipliant par ex).

2. b. f ′(x) a le signe de ex − 2 : négatif sur ] − ∞; ln 2[, positif sur ] ln 2; +∞[. Minimum : f(ln 2) = ln(2 + 2) = ln 4.

3. a. f(x) − x = ln (ex + 4e−x) − ln ex = ln
(
1 + 4e−2x

)
−−−−−→
x→+∞

0 : (∆) est asymptote oblique en +∞. De plus
f(x) − x > 0 : (Cf ) est au-dessus de (∆).
3. b. ex + 4e−x = e−x

(
e2x + 4

)
, donc f(x) = −x + ln

(
e2x + 4

)
.

3. c. f(x) − (−x + ln 4) = ln e2x + 4
4 −−−−−→

x→−∞
ln 1 = 0 : la droite d’équation y = −x + ln 4 est asymptote oblique en −∞.

4. f(0) = ln 5 : (Cf ) coupe l’axe des ordonnées au point (0; ln 5). Pour tout réel x, f(x) ≥ ln 4 > 0 : (Cf ) ne coupe pas
l’axe des abscisses.
5.

6. a. D’après le tableau de variations : si m < ln 4, (E) n’a pas de solution ; si m = ln 4, une seule solution (x = ln 2) ; si
m > ln 4, deux solutions.
6. b. f(x) = m ⇐⇒ ex + 4e−x = em ⇐⇒ X2 − emX + 4 = 0 avec X = ex > 0. Discriminant : ∆ = e2m − 16, positif
ou nul si et seulement si em ≥ 4, c’est-à-dire m ≥ ln 4.

— Si m < ln 4 : S = ∅.
— Si m = ln 4 : X = 2, S = {ln 2}.
— Si m > ln 4 : deux racines de produit 4 > 0 et de somme em > 0, donc toutes deux strictement positives :

S =
{

ln em −
√

e2m − 16
2 ; ln em +

√
e2m − 16
2

}
.

Série — Ch. 08 : Fonctions exponentielles (solutions cachées) 4



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 2BAC PC SVT · 2026–2027

Exercice 8 — Inégalités ⋆⋆⋆⋆⋆

1. Montrer que, pour tout réel x, ex ≥ x + 1.
2. Montrer que, pour tous réels a et b, ea + eb ≥ 2e

a+b
2 (on pourra développer

(
e

a
2 − e

b
2
)2

).

▶ Afficher / Masquer la solution

1. On considère la fonction g définie sur R par g(x) = ex − x − 1. g′(x) = ex − 1 est négatif sur ] − ∞; 0] et positif sur
[0; +∞[ : g admet un minimum en 0, égal à g(0) = 0. Donc g(x) ≥ 0, c’est-à-dire ex ≥ x + 1 pour tout réel x.
2.

(
e

a
2 − e

b
2

)2
= ea − 2e

a
2 e

b
2 + eb = ea + eb − 2e

a+b
2 . Un carré étant positif, on obtient ea + eb ≥ 2e

a+b
2 .

Exercice 9 — Exponentielle de base a ⋆⋆⋆⋆⋆

1. Résoudre dans R :
(1

3

)x

≥ 1
27 ; 2x < 8x ; 4x − 3 × 2x − 4 ≤ 0.

2. Calculer la dérivée des fonctions f et g définies par f(x) = 3x2−x sur R et g(x) = xx sur ]0; +∞[.
3. Calculer les limites suivantes : lim

x→+∞

(2
3

)x

; lim
x→+∞

5x − 3x

4x
; lim

x→0

3x − 2x

x
; lim

x→+∞

(
1 + 2

x

)x

.

▶ Afficher / Masquer la solution

1.
—

( 1
3
)x ≥ 1

27 ⇐⇒ −x ln 3 ≥ −3 ln 3 ⇐⇒ x ≤ 3 : S =] − ∞; 3].
— 2x < 8x ⇐⇒ x ln 2 < 3x ln 2 ⇐⇒ 2x ln 2 > 0 ⇐⇒ x > 0 : S =]0; +∞[.
— Avec X = 2x > 0 : X2 − 3X − 4 = (X − 4)(X + 1) ≤ 0 ⇐⇒ X ≤ 4 ⇐⇒ x ≤ 2 : S =] − ∞; 2].
2. f(x) = e(x2−x) ln 3, donc f ′(x) = (2x − 1) ln 3 × 3x2−x. g(x) = ex ln x, donc g′(x) = (ln x + 1) xx.
3.

— 0 < 2
3 < 1, donc lim

x→+∞

( 2
3
)x = 0.

— 5x − 3x

4x
=

(
5
4

)x

−
(

3
4

)x

→ +∞ − 0 = +∞.

— Pour a > 0 : ax − 1
x

= ex ln a − 1
x ln a

× ln a → ln a. Donc 3x − 2x

x
= 3x − 1

x
− 2x − 1

x
→ ln 3 − ln 2 = ln 3

2 .

—
(
1 + 2

x

)x = ex ln(1+ 2
x ) et, avec X = 2

x → 0, x ln
(
1 + 2

x

)
= 2 × ln(1 + X)

X
→ 2 : la limite vaut e2.

Exercice 10 — Équations, système, simplification ⋆⋆⋆⋆⋆

1. Résoudre dans R les équations suivantes : 21−x = 3x ; 4x+1 = 12
3x

; 4x − 2x+1 − 8 = 0 ; 3 × 9x − 10 ×
3x + 3 = 0 ; 2x − 5

√
2x + 4 = 0.

2. Résoudre dans R2 le système

2ex + ln y = 7
ex − 3 ln y = 0

.

3. Simplifier les nombres A = 4
1

ln 2 et B = 5− 1
ln 25 .

▶ Afficher / Masquer la solution

1.
— (1 − x) ln 2 = x ln 3 ⇐⇒ ln 2 = x(ln 2 + ln 3) ⇐⇒ x = ln 2

ln 6 .

— 4x+1 × 3x = 12 ⇐⇒ 4 × 12x = 12 ⇐⇒ 12x = 3 ⇐⇒ x = ln 3
ln 12 .

— X = 2x : X2 − 2X − 8 = (X − 4)(X + 2) = 0 ⇐⇒ X = 4 (car X > 0) ⇐⇒ x = 2.
— X = 3x : 3X2 − 10X + 3 = (3X − 1)(X − 3) = 0 ⇐⇒ X = 1

3 ou X = 3 ⇐⇒ x = −1 ou x = 1.
— Y =

√
2x > 0 : Y 2 − 5Y + 4 = (Y − 1)(Y − 4) = 0 ⇐⇒ 2x = 1 ou 2x = 16 ⇐⇒ x = 0 ou x = 4.

2. Avec X = ex > 0 et Y = ln y (y > 0) : 2X + Y = 7 et X = 3Y , d’où 7Y = 7, Y = 1, X = 3. Donc x = ln 3, y = e :
S = {(ln 3; e)}.
3. A = e

ln 4
ln 2 = e

2 ln 2
ln 2 = e2 ; B = e− ln 5

ln 25 = e− ln 5
2 ln 5 = e− 1

2 = 1√
e

.
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Exercice 11 — Étude de fonction et équation f(x) = 0 ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur R par f(x) = x+1+ 4
ex + 1, et (Cf ) sa courbe dans un repère orthonormé

(O; ı⃗, ȷ⃗).
1. Calculer lim

x→−∞
f(x) et lim

x→+∞
f(x).

2. a. Montrer que, pour tout x ∈ R, f ′(x) =
(

ex − 1
ex + 1

)2
.

b. Dresser le tableau de variations de f sur R.
c. Montrer que le point I(0; 3) est un point d’inflexion de (Cf ).

3. Calculer lim
x→+∞

(f(x) − (x + 1)), puis interpréter graphiquement le résultat.
4. Montrer que la droite (D) d’équation y = x + 5 est une asymptote à (Cf ) au voisinage de −∞.
5. Étudier la position relative de (Cf ) et de (D).
6. Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une solution unique α dans R, et que −5 < α < −4.
7. En déduire que eα = −1 − 4

α + 1.
8. Tracer la courbe (Cf ) dans le repère (O; ı⃗, ȷ⃗).

▶ Afficher / Masquer la solution

1. En −∞ : 4
ex+1 → 4 et x + 1 → −∞, donc lim

x→−∞
f(x) = −∞. En +∞ : 4

ex+1 → 0, donc lim
x→+∞

f(x) = +∞.

2. a. f ′(x) = 1 − 4ex

(ex + 1)2 = (ex + 1)2 − 4ex

(ex + 1)2 = (ex − 1)2

(ex + 1)2 .

2. b. f ′(x) ≥ 0 et f ′ ne s’annule qu’en 0 : f est strictement croissante sur R.

2. c. f ′′(x) = 2 × ex − 1
ex + 1 × 2ex

(ex + 1)2 = 4ex (ex − 1)
(ex + 1)3 , du signe de ex − 1 : elle s’annule en 0 en changeant de signe.

Comme f(0) = 1 + 2 = 3, I(0; 3) est un point d’inflexion (à tangente horizontale).
3. f(x) − (x + 1) = 4

ex + 1 → 0 : la droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique à (Cf ) au voisinage de +∞.

4. f(x) − (x + 5) = 4
ex + 1 − 4 = −4ex

ex + 1 −−−−−→
x→−∞

0 : (D) est asymptote à (Cf ) au voisinage de −∞.

5. f(x) − (x + 5) = −4ex

ex + 1 < 0 : (Cf ) est strictement en dessous de (D) sur R.
6. f est continue et strictement croissante sur R, et f(R) = R : l’équation f(x) = 0 admet une unique solution α. De

plus f(−5) = −4e−5

e−5 + 1 < 0 et f(−4) = −3 + 4
e−4 + 1 > 0 (car e−4 < 1

3 ) : −5 < α < −4.

7. f(α) = 0 ⇐⇒ 4
eα + 1 = −(α + 1) ⇐⇒ eα + 1 = − 4

α + 1 (avec α + 1 ̸= 0), d’où eα = −1 − 4
α + 1.

8.
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Exercice 12 — Fonction et réciproque ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur R par f(x) = (ex − 2)2, et (Cf ) sa courbe dans un repère orthonormé
(O; ı⃗, ȷ⃗) (unité : 2 cm).
1. Calculer lim

x→−∞
f(x) et interpréter graphiquement le résultat.

2. Montrer que (Cf ) admet une branche parabolique de direction l’axe des ordonnées au voisinage de +∞.
3. a. Montrer que, pour tout x ∈ R, f ′(x) = 2ex (ex − 2).

b. Dresser le tableau de variations de f .
4. Montrer que (Cf ) admet un point d’inflexion que l’on déterminera.
5. On considère la restriction g de f à l’intervalle [ln 2; +∞[.

a. Montrer que g admet une fonction réciproque g−1 définie sur un intervalle J à déterminer.
b. Montrer que, pour tout x ∈ J , g−1(x) = ln (2 +

√
x).

6. Tracer (Cf ) et (Cg−1) dans le même repère.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. lim
x→−∞

ex = 0, donc lim
x→−∞

f(x) = 4 : la droite d’équation y = 4 est asymptote horizontale en −∞.

2. lim
x→+∞

f(x) = +∞ et f(x)
x

= e2x

x
(1 − 2e−x)2 → +∞ : branche parabolique de direction l’axe des ordonnées.

3. a. f ′(x) = 2ex (ex − 2).
3. b. Du signe de ex − 2 ; minimum f(ln 2) = 0.

4. f ′′(x) = 2ex (ex − 2) + 2e2x = 4ex (ex − 1) s’annule en 0 en changeant de signe : le point (0; 1) est un point d’inflexion
de (Cf ).
5. a. g est continue et strictement croissante sur [ln 2; +∞[ : elle admet une réciproque définie sur J = g([ln 2; +∞[) =
[0; +∞[.
5. b. Pour x ∈ J et y ∈ [ln 2; +∞[ : g(y) = x ⇐⇒ (ey − 2)2 = x ⇐⇒ ey−2 =

√
x (car ey−2 ≥ 0) ⇐⇒ y = ln (2 +

√
x).

Donc g−1(x) = ln (2 +
√

x).
6.
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Exercice 13 — Problème : fonction et suite ⋆⋆⋆⋆⋆

Première partie. On considère la fonction f définie sur R∗ par f(x) = 1 + 4
(

x − 1
x

)2
ex−2, et (Cf ) sa

courbe dans un repère orthonormé (O; ı⃗, ȷ⃗) (unité : 2 cm).
1. a. Calculer lim

x→−∞
f(x) et interpréter graphiquement le résultat.

b. Calculer lim
x→0

f(x) et interpréter graphiquement le résultat.
2. a. Calculer lim

x→+∞
f(x).

b. Montrer que (Cf ) admet une branche parabolique de direction l’axe des ordonnées au voisinage de +∞.

3. a. Montrer que, pour tout x ∈ R∗, f ′(x) = 4(x − 1)
(
x2 − x + 2

)
ex−2

x3 .
b. Vérifier que, pour tout x ∈ R, x2 − x + 2 > 0.
c. Montrer que f est strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement croissante sur ] − ∞; 0[ et sur [1; +∞[.
d. Dresser le tableau de variations de f sur R∗.

4. Tracer (Cf ) dans le repère (O; ı⃗, ȷ⃗).
5. Vérifier que la fonction H : x 7→ 1

x
ex−2 est une primitive de la fonction h : x 7→ x − 1

x2 ex−2 sur [1; 2].

Deuxième partie.
1. On considère la fonction g définie sur [1; 2] par g(x) = 4(x − 1)ex−2 − x2.

a. Calculer g(2).
b. Vérifier que, pour tout x ∈ [1; 2], g(x) = −(x − 2)2ex−2 + x2 (

ex−2 − 1
)
.

c. Vérifier que, pour tout x ∈ [1; 2], ex−2 − 1 ≤ 0, puis en déduire que g(x) ≤ 0 pour tout x ∈ [1; 2].

2. a. Vérifier que, pour tout x ∈ [1; 2], f(x) − x = x − 1
x2 g(x).

b. En déduire que f(x) ≤ x pour tout x ∈ [1; 2].
3. On considère la suite (un) définie par u0 = 3

2 et un+1 = f(un) pour tout n ∈ N.
a. Montrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, 1 ≤ un ≤ 2.
b. Déterminer la monotonie de la suite (un), puis en déduire qu’elle est convergente.
c. Calculer la limite de la suite (un).

▶ Afficher / Masquer la solution

Première partie.

1. a.
(

x − 1
x

)2
→ 1 et ex−2 → 0, donc lim

x→−∞
f(x) = 1 : asymptote horizontale y = 1 au voisinage de −∞.

1. b. (x − 1)2 → 1, x2 → 0+ et ex−2 → e−2 > 0, donc lim
x→0

f(x) = +∞ : la droite d’équation x = 0 est asymptote
verticale.
2. a. lim

x→+∞
f(x) = +∞.

2. b. f(x)
x

= 1
x

+ 4
(

x − 1
x

)2
ex−2

x
→ +∞ : branche parabolique de direction l’axe des ordonnées.

3. a. f(x) = 1 + 4
(
1 − 1

x

)2
ex−2, donc

f ′(x) = 4
[

2
(

1 − 1
x

)
1
x2 +

(
1 − 1

x

)2
]

ex−2 = 4 x − 1
x

· x2 − x + 2
x2 ex−2 =

4(x − 1)
(
x2 − x + 2

)
ex−2

x3 .

3. b. Discriminant 1 − 8 = −7 < 0 et coefficient de x2 positif : x2 − x + 2 > 0.
3. c. f ′(x) a le signe de x − 1

x3 : positif sur ] − ∞; 0[, négatif sur ]0; 1[, positif sur ]1; +∞[.
3. d. f(1) = 1.

4.

5. H ′(x) = − 1
x2 ex−2 + 1

x
ex−2 = x − 1

x2 ex−2 = h(x).
Deuxième partie.
1. a. g(2) = 4 × 1 × 1 − 4 = 0.
1. b. −(x − 2)2ex−2 + x2ex−2 − x2 = ex−2 (

x2 − (x − 2)2)
− x2 = ex−2(4x − 4) − x2 = g(x).

1. c. Pour x ≤ 2 : x − 2 ≤ 0, donc ex−2 ≤ 1. Les deux termes de 1.b sont alors négatifs : g(x) ≤ 0 sur [1; 2] (et même
g(x) < 0 sur [1; 2[, car ex−2 − 1 < 0).
2. a. x2(f(x) − x) = x2 − x3 + 4(x − 1)2ex−2 = (x − 1)

(
4(x − 1)ex−2 − x2)

= (x − 1)g(x).
2. b. Sur [1; 2] : x − 1 ≥ 0 et g(x) ≤ 0, donc f(x) − x ≤ 0.
3. a. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, 1 ≤ un ≤ 2.

— Initialisation : u0 = 3
2 ∈ [1; 2].

— Hérédité : soit n ∈ N tel que 1 ≤ un ≤ 2. f est croissante sur [1; 2], donc f(1) ≤ f(un) ≤ f(2), soit 1 ≤ un+1 ≤ 2 (car
f(1) = 1 et f(2) = 1 + 4 × 1

4 = 2).

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, 1 ≤ un ≤ 2.
3. b. un+1 − un = f(un) − un ≤ 0 (2.b) : (un) est décroissante ; minorée par 1, elle converge.
3. c. Sa limite ℓ ∈ [1; 2] vérifie f(ℓ) = ℓ (f continue et f([1; 2]) ⊂ [1; 2]), soit (ℓ − 1)g(ℓ) = 0 : ℓ = 1, ou g(ℓ) = 0
c’est-à-dire ℓ = 2 (1.c). Comme (un) est décroissante, ℓ ≤ u0 = 3

2 < 2, donc lim
n→+∞

un = 1.
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