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Remarque — rappels utilisés

— Les solutions sur R de ¢’ = ay sont les fonctions x — Ce®®, C € R.

b
— Sia # 0, les solutions sur R de ' = ay + b sont les fonctions z — Ce® — —, C' € R; la fonction constante
a

b
r — —— est la solution constante.
a

— Pour y" + ay’ + by = 0, on écrit I'équation caractéristique r2 + ar + b = 0, on calcule A = a? — 4b et ses

racines, puis on applique le théoréme du cours (trois cas).

Exercice 1

1) Pour chaque équation, on se raméne a la forme 3’ = ay et on lit a.

(B1): 3y =5y :a=5, donc y(x) = Ce®®, C € R.
(Es): v = —4y : a = —4, donc y(x) = Ce™ C c R.
( )3y/:%yia:%,doncy(x):Ce%x,CeR.
— (By): 2y =-3y < ¢y =—3y:a=—3, donc y(z) = C’e*%‘r, C eR.
(Bs): v =3y :a=+/3,donc y(z) = CeV3, C € R.
(Be): ¥ +2y=0 < o = =2y :a= -2, donc y(z) = Ce >, C € R,
(E7)

/

: 3y —y:O = y/:%y;a:%7d0ncy(x)zce§’C€R'

Vérification sur (Ey) : si y(x) = C'e—%m, alors 2y/(z) = 2 x (—%) Ce 3% = —3y(z).

2) a) (Es): 4y’ —3y =0 <= y' = 3y : les solutions sont les fonctions z — Cei® C € R.

b) On cherche C tel que f(4) =2 : Ce1
f(z) = 2 3e1” = 201773,

Vérification : f(4) = 2e° = 2.

Unicité. L’équation Ce3 = 2 a une seule solution C : il existe une unique solution de (Fg) vérifiant f(4) = 2,
conformément au cours.

3) a) (Eg): 3y +2y =0 <= y = —2y : les solutions sont les fonctions z Ce 3% C €R.
b) f(3) =Ce 2 =¢, donc C =e? et f(x) = 3em5T = ¢35, Vérification : f(3) = 372 =e.

Exercice 2

b

1) Pour chaque équation, on I’écrit sous la forme 3’ = ay + b, on calcule la solution constante —— et on en déduit
a

la solution générale.
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Equation | Forme 3 = ay + b | Solution constante —g Solutions
(Ey) Yy =3y+6 -2 Ce3* —2
(Es) Yy =-2y+6 3 Ce 27 4+3
(E3) Yy =-y+5 5 Ce ™ +5
(E4) Y =V3y-—3 2 =3 CeV3 4+ /3
(E5) Yy =3y+1 —2 Ce3 —2
(Es) y =-3y+3 i Ce™" + 1
(E7) Y =4y +2 -3 Ce'r — 1
(Es) Y =3y+x —1 Ces — 1

Dans chaque cas, C' € R.

Vérification de la solution constante sur (E2) : la fonction constante x — 3 a une dérivée nulle, et —2x3+6 =10 :
elle est bien solution.
Vérification de la solution générale sur (Eg) : si y(x) = Ce 3% + %, alors 2y + 6y = —6Ce 3% + 6Ce™3* + 3 = 3.
2) a) (Ey): y =2y —4:a=2,b=—4, solution constante —2 =2 (en effet 2 x 2 — 4 = 0). Les solutions sont
les fonctions = — Ce?* +2, C € R.
b) La courbe passe par A(0;3) si et seulement si f(0) =3 : C+2 =3, donc C =1 et f(x) = e** + 2.

3/5
3)a) (Bw): 5y +y—3=0 < ¢y =—1y+32:a= -1 b= 2, solution constante —1//5 = 3 (en effet
5% 043 —3=0). Les solutions sont les fonctions = Ce™5 +3,C eR.

b) f(0)=1:C+3=1,donc C = —2et f(z) =3—2e~5. Vérification : 5f'(x)+ f(x)—3 = 2e”5+3—2¢"5 -3 = 0.

Exercice 3

Dans chaque cas, (a;3) € R2.

1)

(E1): y" — 5y + 6y = 0. Equation caractéristique : 72 — 57 +6 =0; A =25 — 24 =1 > 0; racines ] = % =2
et 7o = 2 = 3. Solutions : y(z) = ae®* + Be37.

(E9): y' 4+ 4y +4y = 0. Equation caractéristique : 72 +4r +4 =0; A = 16 — 16 = 0; racine double r = —2.
Solutions : y(z) = (ax + B)e 2%,

(E3) : 9" + 9y = 0. Equation caractéristique : 72 +9 = 0; A = =36 = (6i)2 < 0; racines 3i et —3i (p =0, ¢ = 3).
Solutions : y(x) = acos 3z + [ sin 3x.

(Ey) : vy — 4y’ + 13y = 0. Equation caractéristique : 72 — 4r + 13 =0; A = 16 — 52 = —36 = (64)> < 0; racines
460 — 2+ 3 (p =2, ¢ = 3). Solutions : y(z) = e**(a cos 3z + Bsin 3z).

(Es) : 4y" — 4y’ +y = 0. Equation caractéristique : 42 —4r +1=0; A =16 — 16 = 0; racine double 7 = % = %
Solutions : y(z) = (azx + B)e?.

(Eg) : vy — 3y = 0. Equation caractéristique : 72 — 3r = r(r —3) = 0; A =9 > 0; racines 0 et 3. Solutions :
y(z) = ae® + Be3* = a + Be3*.

Vérifications.

— Pour (E3), avec y(z) = (axz + B)e™* : ¢/ (2) = (—2ax + a — 2B)e " et y(z) = (4ax — 4o + 4B)e2*, donc
Y’ + 4y + 4y = (daz — da + 48 — 8ax + da — 88 + daz + 4B8)e 2 = 0.

— Pour (Ey), on vérifie que r = 2 + 3i est racine : (2 + 3i)? — 4(2 4 3i) + 13 = (=5 + 12i) — 8 — 12i + 13 = 0.

— Pour (FEg), avec y(z) = a + Be3* : ¢ — 3y’ = 9Be3* — 93e3* = 0.

2) a) (E7):7’2—7’—220;A:1+8:9;r1:%:—1, 7’2:%:2. Solutions : y(z) = ae?* + Be~*.
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b) f(x) = ae®® + Be ™ et f'(z) = 2ae?® — Be~*. Les conditions donnent le systéme

fO)=a+p=0
{f’(O) —%0-f=3
En additionnant : 3o = 3, donc a = 1 et 3 = —1. Ainsi f(z) = e** — e 2.
Vérification : f" — f' — 2f = (4 —e™%) — (2% + %) — 2(e?* — %) = 0.
3)a) (Eg) :7>—6r+9=0; A=36—36=0; racine double r = 3. Solutions : y(z) = (az + )e**.
b) f(x) = (ax + B)e3® et f'(z) = ae’® + 3(az + B)e*® = (3ax + a + 33)e3?. Systeme :

fO)=p=1
ff0)=a+38=1
donc f=1leta=1-3=—2. Ainsi f(x) = (1 —2z)e’".

Vérification : f(0) = 1; f'(z) = (=2 + 3 — 62)e3® = (1 — 62)e3*, donc f/(0) = 1; et f’(z) = (=6 + 3 — 18z)e>* =
(=3 —18z)e3®, ot f” —6f' +9f = (—3 — 182 — 6 + 362 + 9 — 187)e3* = 0.

4) a) (Eg) : 1> +4=0; A = —16 = (44)?; racines +2i (p =0, ¢ = 2). Solutions : y(x) = a cos 2z + B sin 2z.

b) f'(z) = —2asin 2z + 23 cos 2z. Comme cos § = 0 et sin § = 1, le systeme s’écrit
f(§)=acosT+fsinf=p=1
f'(5) = 2asinf +2Bcosf = 20 =4

donc f=1let a=—-2: f(xr) = —2cos 2z + sin 2x.
Vérification : f"(x) = 8cos2x — 4sin2x = —4f(x), donc f"+4f =0; f(§) = 2x0+1=1et fl(z) =

4sin 2z 4 2 cos 2x donne [ (F) = 4.

Exercice 4

1) Equation caractéristique : > — 2 cos(6) r 4+ 1 = 0.

— Discriminant : A = 4cos?§ — 4 = —4(1 — cos? §) = —4sin? 6.
— Comme 6 €]0; [, sin@ > 0, donc A < 0 et A = (2isin @)%

2cosf £ 2isin 6
— Racines : r = €08 5 s =cosf Lt isinf, d'ou p = cosf et ¢ =sinf # 0.

Les solutions sont les fonctions

N eaccose(a COS(.%' sin H) + 58111((13 Sine)), (04;/8) S RQ.

2) Equation caractéristique : 72 — 27 + 1 + m? = 0.

— Discriminant : A = 4 — 4(1 +m?) = —4m?; comme m # 0, A < 0 et A = (2im)2.
24+ 2im

— Racines : r = =14+im,doup=1et qg=m.

Les solutions sont les fonctions
z — e”(acos(mz) + Bsin(ma)), (o; B) € R%,

Exercice 5

1) (Ep): ¥ +y=0 < ¢ = —y:a=—1, donc les solutions sur I sont les fonctions z — Ce™*, C € R.
2) Sur I, 1 +x > 0 : h est dérivable comme produit de fonctions dérivables, et

1
1+

h(z)=—e"In(l+2z)+e " x
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—x —x

e e
Donc b’ = —eIn(1 “In(1+ z) =
onc h'(x) + h(x) e 7 In( +x)+1+x—|—e n(l+z) 52

: h est une solution de (E).

—x

e
Remarque. On ne peut pas appliquer directement la formule du cours, car le second membre 7 n’est pas

constant : c’est pourquoi on passe par la solution particuliere h et par ’équation homogene (Ej).

—x

3) a) Comme h' + h = le+ _ sur I, pour toute fonction f dérivable sur I :
fl4+f= fﬂ: — fHf=W+h = (f=h)+(f—h) =0

Chaque étape est réversible : f est solution de (F) si et seulement si f — h est solution de (FEj).

b) D’apres 1) et 3) a), f est solution de (E) si et seulement s’il existe C' € R tel que f(z) — h(z) = Ce™™. Les
solutions de (FE) sur I sont donc les fonctions

z— (C+1In(l+z))e ", CeR.

b

4) L’équation s’écrit ' = —0,160 +2 : a = —0,1, b = 2, solution constante —— = 20 (la température de la piece).
a

Donc 0(t) = Ce=%! 4 20, et la condition #(0) = C + 20 = 90 donne C = 70 :

O(t) = 70~ %1 4 20.
1
Puis (t) =55 <= T0e 0! =35 «—= ¢ 0l = 3 = 0li=-In2 < ¢=10n2~693.

Il faut environ 6,93 minutes, soit & peu pres 6 minutes et 56 secondes.

Interprétation. La fonction @ est strictement décroissante sur [0; +-oc[ (car 6'(t) = —7e~ 1t < 0) et . ligrn 0(t) =20:
—+00

la température de 'objet diminue et se rapproche de celle de la piece, sans jamais 'atteindre. Quelques valeurs :

¢ (min) | 0 5 10In2~6,93 | 10 20 30
0(t) (°C) | 90 | ~ 62,5 55 ~ 458 | ~295 | ~ 235
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