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Mathématiques — 2BAC Sciences Expérimentales (option francaise)

Mathématiques — Filiére : Sciences Expérimentales — Option PC & SVT Durée : 3 h — Coeflicient :
7

Exercice 1 : Suites numériques (3 points)

On considere la suite numérique (u,) définie par :

2
up =4 et upp1 = gun + 3 pour tout n de N.

1) (0,5 pt) Montrer par récurence que u,, < 5 pour tout n de N .

Correction

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u,, < 5.
Initialisation. Pour n = 0 : up = 4 < 5. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que u,, < 5 et montrons que 4,41 < 5.

2
De u,, < 5 on déduit Su” < 2, puis gun +3 <24 3 =05, c’est-a-dire u,4+1 < 5.

Conclusion. D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N : u,, < 5.

3
2) (0,75 pt) Vérifier que : up+1 — up = 5(5 — uy) pour tout n de N et en déduire que la suite (u,,) est croissante.

Correction

Soit n € N :

2 3
un+1—un=gun+3—un:3—gun:g(5—un).

3
D’apres 1), u, < 5, donc 5 —uy,, > 0 et —(5 —uyp) > 0.

Ainsi up41 — uy > 0 pour tout n € N : la suite (u,) est (strictement) croissante.

3) (0,25 pt) En déduire que la suite (uy,) est convergente.

Correction

La suite (u,,) est croissante (question 2)) et majorée par 5 (question 1)). Toute suite croissante et majorée est convergente :
la suite (u,) est donc convergente.

4) Soit (vy,) la suite numérique telle que v, = 5 — u,, pour tout n de N.

2
a) (0,75 pt) Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 et exprimer v, en fonction de n.

Correction

Soit n € N :

2
’Un+1:5—un+]_:5—5’&“—3:2—5“7125(5—’11/”):5’0”.

2
Donc (vy,) est une suite géométrique de raison ¢ = R et de premier terme vg = 5 — ug = 1.
2

n
Par suite, pour tout n € N : v,, = v9q" = (5> .

2 n
b) (0,75 pt) En déduire que u, =5 — (5> pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (uy,).

).
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n—-+o0o

2 2\"
Comme —1 < - <1, lim <) =0, donc lim wu, =>5.
5 5 n—-4o0o

Exercice 2 : Géométrie dans ’espace (3 points)

On cosidére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, Z, j, E) Je plan (P) d’équation 2x —z—2 =0
et la sphere (S) d’équation : 22 + y? + 22 + 22 — 22 — 7 =0.
1) (1 pt) Montrer que le centre de la sphere (S) est le point Q(—1,0,1) et son rayon est 3.

Correction

Pour tout point M (z,y, z) :
2+ +20-22-T=(2+1)2 -1+ +(z—-1P-1-T=(z+12+2+(2—-1)2-09.

Donc M € (S) <= (x+1)2+ 9>+ (2 —1)2 =32 < QM = 3 avec Q(-1,0,1).
(S) est la sphére de centre Q(—1,0,1) et de rayon 3.

2) a) (0,5 pt) Calculer la distance du point 2 au plan (P).

Correction

Un vecteur normal & (P) est 7(2;0; —1) :

2x(~1)—1-2| 5
AP = e~ Ve~ Vo

b) (0,5 pt) En déduire que le plan (P) coupe la sphere () suivant un cercle (T').

Montrer que le rayon du cercle (I') est 2 et détermier les coordonnées du point H centre du cercle (I).

Correction

Remarque : dans l’énoncé, la seconde phrase de cette question reprend mot pour mot la question 3); elle est traitée en 3).
d(©,(P)) = v/5 < 3 (car 5 < 9) : la distance du centre au plan est strictement inférieure au rayon, donc le plan (P)
coupe la sphere (S) suivant un cercle (T").

3) (1 pt) Montrer que le rayon du cercle (I') est 2 et détermier les coordonnées du point H centre du cercle (T").

Correction

Rayon. Le rayon r de (I') vérifie r = vVR2 —d2 = /9 — 5 = V4 = 2.
Centre. H est le projeté orthogonal de € sur (P). La droite passant par et de vecteur directeur 7(2;0; —1) a pour
représentation paramétrique r = —142t, y =0, z =1 —¢ (¢ € R). En remplagant dans 1’équation de (P) :

2(-142t)—(1—-¢t)—2=0 < H5t—5=0 < t=1.

Donc H(1;0;0).

Exercice 3 : Nombres complexes (3 points)

1) a) (0,75 pt) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C I'équation : 2% — 8z + 32 = 0.

Correction

A= (—8)2—-4x32=064—128 = —64 = (8i)% < 0. L’équation admet deux solutions complexes conjuguées :

_ 8+38i
T2

_ 8-8i

21 =4 + 41, 29 ) =4 — 4.

S ={4+4i;4—4i}.

b) (0,75 pt) On considére le nombre complexe a tel que a = 4 + 4i.

Ecrire le nombre complexe a sous sa forme trigonométrique puis en déduire que a'? est un nombre réel négatif.
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Correction
a| = VI6 T 16 = 4v/2, donc a = 42 \f z£ — /55 ([ Z - bt 2 ).
4 4

D’apres la formule de Moivre :

12 _ (4\/5)12 (cos 1?% + isin 1?;) = (4\/5) ” (cos3m +isin3m) = — (4\@) ”

Comme (4v/2) 290 0, a'? = —230 est un nombre réel négatif.

2) On consideére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥/), les points A, B et C
d’affixes respectives a, b et ¢ tels que :

a=4+4i , b=2+3ict c=3+4i.
Soit z l’afﬁxe d’un point M du plan et 2’ laffixe du point M’ image de M par la rotation R de centre C et
d’angle —.
angle -
a) (0,5 pt) Montrer que : 2’ =iz +7+1.

Correction

m . .
L’écriture complexe de la rotation de centre C et d’angle 3 est 2/ —c=¢€"2(z—c), avec 'z =1 :

2 =i(z—3—-4i)+3+4i=iz—3i+4+3+4di=1iz+7+i.

b) (0,5 pt) Vérifier que d l'affixe du point D image du point A par la rotation R est 3 + 5i.

Correction

d=ia+T7T+i=i(4+4)+T7+i=4i—44+7+1i=3+5i.

c) (0,5 pt) Montrer que I’ensemble des points M d’affixe z tel que : |z — 3 — 5i| = |z — 4 — 44| est la droite (BC).

Correction

|z—3—=5il=]z—4—4i| < |z—d|=|z—a] <= MD = MA : ensemble cherché est la médiatrice (A) du segment
[AD] (on a bien A # D).

— C est le centre de la rotation qui envoie A sur D, donc CA = CD et C € (A).

— |b—d|=|-1-2i|=+v5et|b—a|=|—-2—i =5, donc BD=BAet B e (A).
Comme B # C, la médiatrice de [AD] est la droite (BC).

Exercice 4 : Calcul des probabilités (3 points)

Une urne contient 5 jetons : deux jetons blancs , deux verts et un rouge (les jetons sont indiscernables au toucher
On tire au hasard successivement et avec remise trois jetons de I'urne .

1) (1 pt) Soit I'événement A : “les trois jetons tirés sont de méme couleur”.
17

Montrer que p(A) = 195"

Correction

Les tirages sont avec remise : card 2 = 53 = 125.
A : trois blancs (23 = 8 cas) ou trois verts (23 = 8 cas) ou trois rouges (12 = 1 cas). Donc

8+8+1 17

A
pA) = = = 1o5°

2) (2 pt) Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de jeton(s) blanc(s) tirés.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

| Correction |

N 2
X prend les valeurs 0, 1, 2 et 3. A chaque tirage, la probabilité de tirer un jeton blanc est p = 5 ; les trois tirages sont
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2
indépendants (avec remise). X suit donc la loi binomiale de parameétres n =3 et p = 5 :

- Q)

3\* 27
px=0=(3) =15
2 [3\> 54
P =1)=3x7x (5) 125
2\*> 3 36
pX=2)=3x (5) 57 125

- 0 1 2 | 3
T 5 36 |8

X — b T B
PX =) | 155 | 195 | To5 | 103

(On vérifie : 27+ 54 + 36 + 8 = 125.)

Probléme (8 points)

Partie I
Soit ¢ la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par : g(z) =1 —z +zlnx.
1) a) (0,5 pt) Montrer que ¢’(x) = Inz pour tout = de ]0; +o0.

Correction

g est dérivable sur |0; +o0[ et, pour tout x > 0 :

1
J@)=-1+1xhz+rx—-—=-1+hnzx+1=Inz.
%

b) (0,5 pt) Montrer que la fonction g est décroissante sur ]0; 1] et croisssante sur [1; +o0].

Correction

— Pour 0 <2 <1:Ilnz <0, donc ¢'(z) <0 : g est décroissante sur ]0;1].
— Pour > 1:1Inz >0, donc ¢'(x) > 0 : g est croissante sur [1; +o0[.

2) (0,75 pt) Calculer g(1) et en déduire que g(x) > 0 pour tout = de ]0; +o0].

Correction
g(1)=1-14+1xInl=0.
D’aprés 1) b), g admet en 1 un minimum absolu sur |0; +oo[, égal & g(1) = 0. Donc g(x) > 0 pour tout = €]0; +o0].

Partie 11

On considére la fonction numérique f définie sur |0; +oo[ par :

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O, i j_) (unité lem ).

1) (0,75 pt) Montrer que lir% f(x) = —o0 et interpréter géométriquement ce résultat.
T—
>0

2 —1—2z1
(pour calculer lin% f(z); remarque que f(z) = 3z laled pour tout x de ]0; 4o00]).
r—r

$2
>0

| Correction

32 1 2zlnz 3z2—1—2zlnz
Pourx>0:f(x)=?—ﬁ— :L'2 = ;L'Q .
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On sait que lim zlnz =0, donc lim (32° —1 —2zlnz) = —1. Comme lim 2? =07 :
z—0t z—0t z—0t

lim () = —oo.
x>0

Interprétation : la droite d’équation x = 0 (I’axe des ordonnées) est asymptote verticale & (C).

2) (0,75 pt) Montrer que liIJIrl f(z) = 3 et en déduire la branche infinie de la courbe (C) au voisinage de+oo
T—r+00
Correction

1 1
lim — =0et lim —— =0,donc lim f(z)=3-0-0=3
T—+00 I r—+00 I T—r+00

La droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale & (C) au voisinage de +o0.

2
3) a) (0,75 pt) Montrer que f'(x) = g(?)a:) pour tout x de ]0; 4-o0].
x

Correction

f est dérivable sur ]0; +oo[ et, pour tout z > 0 :

f'(x>:33_2xw_ 2 2<1—21nx) _ 2—2x—|;2xlnx _
T T .

21—z +2zlnz) 2¢g(x)
x? 23 B

3 3

b) (0,25 pt) Interpréter géométriquement le résultat f/(1) = 0.
Correction

£(1) 29(1)

= 0 : la courbe (C') admet au point d’abscisse 1, c’est-a-dire au point (1; f(1)) = (1;2), une tangente
horizontale d’équation y = 2.

c) (0,5 pt) Montrer que la fonction f est croissante sur |0; +o00].

Correction
2
Pour tout z > 0 : g(x) > 0 (Partie I) et 23 > 0, donc f'(z) = g(Sx) > 0 (f ne s’annule qu’en 1). La fonction f est donc
%
croissante sur |0; +o0].

4) (0,75 pt) Tracer, dans le repeére (O,Z, j), la courbe (C).

(On admettra que la courbe (C') posséde deux points d’inflexion tels que 1 est I’abscisse de I'un de ces deux

points et ’abscisse de 'autre est comprise entre 2 et 2,5 et on prendra f(0,3) =0 )
Correction

On place asymptote verticale z = 0, asymptote horizontale y = 3, le point (1;2) & tangente horizontale (point
d’inflexion) et le point (0, 3;0). La courbe (C”) de la question 6) b) est aussi représentée (partie x < 0, en vert).

3
24 T TTEE==- -,
\
11 .
1
0 i
1
~14 ‘I
I
-2 1
— ()
~3 4 ==+ (C') (partie x <0}
...... y=3
-4 T T T T T T T T T T T T T T T T
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
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€21
nwdle.

5) a) (0,5 pt) Montrer que : /
1

Correction

21
e 21n’(z) In2 a pour primitive x — (Inz)? sur [1,€]. Donc

°2Inz % e
/1 . dx—[(lnm)]l—l—o =1.

La fonction z —

b) (0,75 pt) Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les deux
droites d’équations xr =1et z =e

Correction

f est croissante et f(1) =2, donc f(z) > 2 > 0 sur [1,e]. L’aire cherchée (unité 1cm) est :

.A:/ f(m)dx:/ <3—12>dx—/ 2lnxd$:[3m+lr—l.
1 1 T 1 T xril

1 1
A= (3e+e>(3+1)13e5+ecm2z3,52cm2.

. . L. o . 1 In(z?)
6) Soit h la fonction numérique définie sur R* par : h(z) =3 — — — i
x x

a) (0,75 pt) Montrer que la fonction h est paire et que h(z) = f(z) pour tout = de |0; +o0].

Correction

R* est symétrique par rapport a 0 et, pour tout x € R* : (—z)? = 2% et | — x| = |z, donc

1 In(2?)
. 9 1 2z
h est paire. Pour > 0 : |z| = z et In(2*) = 2Inx, donc h(z) =3 — i f(z).

b) (0,5 pt) Tracer, dans le méme repére (O, {; ;), la courbe (C”) représentant la fonction h.

Correction

Sur |0; +o0o[, (C') coincide avec (C); h étant paire, (C) est symétrique par rapport & 1’axe des ordonnées. On obtient
(C") en complétant (C') par sa symétrique par rapport a (Oy) (voir la figure de la question 4)).
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