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Examen national du baccalauréat
Session de rattrapage 2020
Mathématiques — 2BAC Sciences Expérimentales (option francaise)

Mathématiques — Filiére : Sciences Expérimentales (les deux parcours) — option frangaise Code
RS 22F — Durée : 3 h — Coeflicient : 7

INSTRUCTIOS GENERALES
— L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée

— Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient
— L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter

COMPOSANTES DU DUJET

L’épreuve est composée de trois exercices et un probléme indépendants entre eux et répartis suivants les domaines
comme suit :

Domaine Bareme
Exercice 1 Suites numériques 2 points
Exercice 2 Nombres complexes 5 points
Exercice 3 Dérivabilité et calcul intégral 4 points
Probléeme | Etude des fonctions numériques et suites numériques | 9 points

— On désigne par |z| le module du nombre complexe z et par Z son conjugué.
— In désigne le logarithme népérien.

Exercice 1 : Suites numériques (2 points)

3uy, — 8
Soit (uy) la suite numérique définie par : ug =1 et upy; = 27175 pour tout n de N
Uy, —

1) (0.5 pt) Montrer que pour tout n de N, u,, < 2

Correction

Initialisation. Pour n = 0 : up = 1 < 2. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité. Soit n € N. Supposons u,, < 2 et montrons u,+1 < 2.
Comme u, < 2,on a 2u, —5<4—5=—1<0. De plus :

3u, — 8 2_3un7872(2un—5)_2—un

2, —5 2u,, — 5 2y — 5

Uptl — 2=

Or u, < 2 implique 2 — u,, > 0 et 2u,, — 5 < 0, donc up+1 — 2 < 0, soit u,41 < 2.
Conclusion. D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N : u,, < 2.

Up — 3

2) On pose pour tout n de N, v, =
Uy — 2

a) (0.5 pt) Montrer que (vy,) est une suite arithmétique de raison 2.

| Correction

D’apres 1), u, # 2, donc v, est bien défini. Soit n € N :

. 3u, —8—32uy, —5)  —3u,+7 > 2 —up,
Unp —9o = = 5 Unp — 4= y
e 2uy, — 5 2un — 5 + Uy — 5
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donc
—3un+7  Bu, —7
Upg1 = = .
+ 2 — up, Up — 2
Alors . T 3 2 A
Up — T — (U, — Up —4
Unt1 — Un = P R = %
Donc (vy,) est arithmétique de raison 2.
b) (0.75 pt) Ecrire vy, en fonction de n et en déduire u,, en fonction de n pour tout n de N.
Correction

1-3
V9= ——

:1 2:2,doncpourtoutnEN:vn:v0+2n:2+2n.
De v, Un =3 1-—

Un—2: un_2,0ntire w =1 — vy, soit
1 1 1 2(1+2n) -1 1+4
Up =2+ —g 5 _ 2421 lidn
1—wv, 1-(242n) 1+ 2n 1+2n 1+2n
c) (0.25 pt) Calculer la limite de la suite (uy,).
Correction
. . 14+4n . A+
lim  u, lim im T =
n—-+oo n—+oo 1 4+ 2n n—+oo 2 4 o
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Exercice 2 : Nombres complexes (5 points)

1) (0.75 pt) Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I’équation : 22 — /22 +1 = 0.

Correction

A =2—4=—-2=2i2 Les solutions sont

_VBEiE VB VB
=~ a2ty

Donc § = {ﬁ 2, P ﬁ}

2 2 2 2
2
V2,
2

2
2) On pose a = \sz

2020

a) (0.75 pt) Ecrire a sous forme trigonométrique et en déduire que a est un nombre réel.

Correction

laf /2+2 | ot 7r+, LT
= = o = — 11n —.
a 4 4 et a COS4 18 4

Par Moivre : 202 = cos (2020- %) +isin (2020- %) — cos(505m) + i sin(5057).
Or 5057 = 252 x 27 + 7, donc 2920 = cosm = —1 € R.

b) (0.5 pt) Soit le nombre complexe b = cosg + isin % Montrer que b* = a.

Correction

. T .. 7
Par Mowre:bgzcosz —|—zst:a.

3) Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O; i, ¥), on considere les point A, B et C
d’affixes respectives a, b et ¢ tel que ¢ = 1. La rotation R de centre O et d’angle 3 transforme le point M d’affixe
z au point M’ d’affixe 2’.

a) (0.25 pt) Vérifier que : 2’ = bz.
Correction

M' = R(M) < 2 =¢'52. Or b=¢'S, donc 2/ = bz.

b) (0.5 pt) Déterminer 'image du point C par la rotation R et montrer que A est l'image du point B par R.

Correction

L’affixe de R(C) est be =b-1=b: R(C) = B.
L’affixe de R(B) est b-b=0b>=a: R(B) = A.

4) a) (0.75 pt) Montrer que : |a — b| = |b — ¢| et en déduire la nature du triangle ABC.

Correction

Comme a =b% et [b| =1 :
la =0 =[b* —b] = [b| [p— 1] = [b— 1| = [b— c]

(car ¢ =1). Donc AB = BC : le triangle ABC est isocele en B.

—
b) (0.5 pt) Déterminer une mesure de l'angle (BA, B?)

Correction

(1) (520) o (3 <o 5 -on (45 o)

1
Or arg <_b) =r—arg(b)=7— g = %T (modulo 27r).

7
Une mesure de 'angle (ﬂ, B?) est donc g

2 —-b —
Ecart avec le corrigé de contréle : celui-ci calcule arg Z = arg(b) = g, c’est-a-dire une mesure de (B?7 BA).
—c
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5) Soit T la translation de vecteur # et D I'image de A par T
a) (0.25 pt) Vérifier que l'affixe de D est b + 1.

| Correction |

L’affixe de @ est 1, donc I'affixe de D = T(A) est a +1 = b? + 1.

2

b+ 1 -
b) (0.75 pt) Montrer que 1 b+ b et en déduire que les points O, B et D sont alignés.

Correction

- 1
Comme [b| =1, on a b= —, donc

b
b +1 1 =
b —b+5—b+b.
- 9 d b +1
Or b+ b=2Re(b) € R. L'affixe de D est d =b* + 1, doncgz b e R.

Ainsi O? et (ﬁ sont colinéaires : les points O, B et D sont alignés.

Exercice 3 : Dérivabilité et calcul intégral (4 points)

On considéere la fonction numérique u définie sur R par : u(z) = e — 2z + 2 — 3e™".
(e* —1)% 42

1) a) (0.5 pt) Montrer que pour tout x de R, u/(z) = -
e

Correction

u est dérivable sur R et
e?® — 2" +3  (e®—1)2+2

! T —T __
u(r) =e"—243e " = = =

b) (0.25 pt) Dresser le tableau de variations de la fonction u (sans calcul de limites)

Correction

Pour tout z € R : (e — 1) 4+2>2> 0 et e > 0, donc u/(z) > 0 : u est strictement croissante sur R.

x —00 +oo
u'(x) +

c) (0.5 pt) En déduire le signe de la fonction u sur R (remarquer que u(0) = 0).

Correction

u(0) =1—-0+4+2—3 = 0. Comme u est strictement croissante : u(z) < 0 sur | — 00, 0[ et u(z) > 0 sur |0, +-o00[, et u(0) = 0.

2) Soit v la fonction définie sur R par : v(x) = €2* — 2ze® + 2¢% — 3.
a) (0.5 pt) Vérifier que pour x de R, v(z) = e"u(x)

Correction

e“u(z) = e (" — 2z +2—3e ") = e* — 2ze” + 2¢” — 3 = v(2).

b) (0.5 pt) En déduire le signe de la fonction v sur R.

Correction

€” > 0 pour tout z, donc v a le méme signe que u : v(z) < 0 sur | — 00, 0[, v(0) = 0 et v(z) > 0 sur ]0, +o0].

1
3) a) (0.5 pt) Montrer que la fonction w définie sur R par : w(z) = 562“” + (4 — 2z)e” — 3z est une primitive de
la fonction v sur R.

| Correction |

Dérivons terme a terme. Pour le produit (1 — z)e! =% :

(1- m)el_m)l ="+ (1—2)(—e'"%) = (z —2)e' %
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2
Et (—2% + 5z — 3 —2Inz) = —22 + 5 — =. Donc
7

fl(x)=(x—2)e " —224+5— %

Par ailleurs :

1 -2
(x —2)g(z) = (z —2) (el_r—l-m—Z) :(x—Q)el_r—i—x —2(x — 2).
Or )
=2 =A=2 =2 ) = % 2
- _2<$_2):$ el ): vt T =-2rx+5— —.
x % % %

Donc f'(z) = (x — 2)g(x).

2

b) (0.5 pt) Calculer l’intégrale/ v(x) dz.
0
Correction
2
/O v(z) do = [w(@)]? = w(2) - w(0)
w(2) = %64 +(4—4)e2 —6=—e* -6,
1
Donc / v(x)dx = 164 —6— 9 — 164 _ E
o 2 2~ 2 2

9
c) (0.75 pt) Montrer que B est le minimum absolu de la fonction w sur R.

Correction

w' =wv : d’aprés 2.b), w’ < 0 sur | — 00,0 et w’ > 0 sur )0, +oo].

9
Donc w admet un minimum absolu en 0, et w(0) = >

Probléeme (9 points)

1
I - Soit g la fonction numérique définie sur 0, 400 par : g(z) = el =% + = — 2
x

1) (0.5 pt) Montrer que ¢'(x) < 0 pour tout z €]0, +oo].

Correction

1 1
g (x)=—e'"" — —. Or —e!™* < 0 et —— <0, donc ¢'(z) < 0 pour tout z > 0.
% %

2) (0.5 pt) Déduire le tableau de signe de g(z) sur l'intervalle |0, +o00[ (remarquer que g(1) = 0)

Correction

g(1) = €% +1—2=0. Comme g est strictement décroissante sur |0, +oo[ : g(z) > 0 sur ]0,1[ et g(z) < 0 sur ]1, +ool.

T 0 1 +00
g9(z) + 0 —

IT — On considére la fonction numérique f définie sur |0, +o0[ par :
flx)=(1—x)e'™* —2? 452 -3 —2Inz
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 1, ) (unité : 2 cm)

1) (0.5 pt) Montrer que lin% f(z) = +o0 puis interpréter le résultat géométriquement.
T—r
x>0

| Correction

Quand z — 07 : (1 —z)e!™® — e, —2? + 52 —3 — —3, et —2Inz — +o0.
Donc 1ir([)l+ f(z) = 400 : la courbe (C) admet la droite 2 = 0 comme asymptote verticale.
T—
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2) a) (0.5 pt) Montrer que 11)111 flx) = -0

Correction
f(r)=—22+52 -3+ (1 —x)e! % —2Inx. Le terme —z2 domine et tend vers —oo; (1 — z)el™® — 0 et —2Inz — —oc.
Donc mgr}rloo f(z) = —o0.
. fl2) s ) , P
b) (0.75 pt) Montrer que hrf = = —oo puis interpréter le résultat géométriquement.
r—+o0o0
Correction
f(z) C ai5- 3 n (1—x)el=" _ 2hnz
x x x x
1-— 1-x 1
Quand z — 400 : —x — —00, %%Oet 2T 0.
7 x
Donc linILl M = —o0. Comme de plus liIJlrl f(x) = —o0, la courbe (C) admet une branche parabolique de direction
T—+o0o I T—+00
I’axe des ordonnées au voisinage de +oo.

3) a) (1 pt) Montrer que pour tout z €]0,+o0c[, f'(x) = (z — 2)g(x).

Correction

Dérivons terme a terme. Pour le produit (1 — z)e!=% :

(1- x)el_w)/ =Tt Q-a)(—e")=—e"T (1 -z T =(-1-1+2)e"% = (z—2)e' "

2
Et (—22+ 5z —3 —2Inz) = —21:+5—;.

Donc

F@) = (@~ 2)¢" ~ 2w 45— 2 = (o~ 2" + (@ —2) 27

Plus précisément :
72x+572 _ —27% + 5z — 2 _ —(222 — 52 + 2) _ 7(23071)(3772)'
x x x x

Vérification directe avec g :

1 -2
(x —2)g(z) = (z —2) <elm + i 2) =(x—2)e'™% + a —2(z —2).
-2 —2-2 -2 —2—222+4 —2z2 -2 2
Or 2= _2(z-2)="1 pw=2) _= Gares M iRl g g 2
x % @

Donc aj"(x) = (z —2)g(x).

b) (0.75 pt) Montrer que la fonction f est décroissante sur |0, 1] et sur [2,400[ et est croissante sur [1,2].

Correction

D’apres 1.2) et 3.a) : le signe de f’ est celui de (z — 2)g(x).

T 0 1 2 +00
=¥ - =1—=-101+
g@ | |+]o]-]-]-
f(z) - (0] +|0]|~—

Donc f est décroissante sur |0, 1], croissante sur [1, 2], décroissante sur [2, +o0].

c) (0.25 pt) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur ]0,4o00[. (on admet que f(2) ~ 1,25)

Correction

FO)=(1-1)e®-1+5-3-0=1.
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T 0 1 2 +o00
f(x) - 0 + 0 -
fl@) | 400 N 1 7 125 N\, —o0

4) (0.5 pt) Sachant que f(3) ~ 0,5 et f(4) ~ —1,9, montrer que 1’équation f(z) = 0 admet une unique solution
dans l'intervalle |3, 4].

Correction

f est continue et strictement décroissante sur [3,4] C [2, +oo[, avec f(3) > 0 et f(4) < 0.
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation f(z) = 0 admet une unique solution dans |3, 4].

-,

5) (1 pt) Construire la courbe (C) dans le repére (O;1, )

Correction

On place : I'asymptote verticale z = 0, le minimum local (1, 1), le maximum local (2; 1,25), la racine o €]3,4[, et la
branche parabolique verticale en +oo.

—_ (C)

(1,1) (2,f(2))

IIT — On pose h(z) = f(z) — x pour tout x de 'intervalle [1,2].
1) a) (0.5 pt) A partir du tableau de variations de la fonction h ci-contre

1 2

B (x —
hz) [0 N h(2)

~—

montrer que f(x) <z pour tout = € [1,2].

Correction
D’apres le tableau, h est décroissante sur [1,2] avec h(1) = 0, donc h(x) < 0 pour tout = € [1, 2], soit f(z) —x <0, d’ou

f(z) < .
b) (0.25 pt) Montrer que 1 est la seule solution de I’équation f(x) = x sur I'intervalle [1, 2].

Correction

f(z) =2 <= h(z) =0. Or h est strictement décroissante sur [1, 2] (tableau) et 2(1) = 0, donc h(zx) < 0 pour z €]1,2] :
la seule solution est z = 1.

2) Soit (uy,) la suite numérique définie par : ug = 2 et u,41 = f(uy) pour tout n de N.
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a) (0.75 pt) Montrer par récurrence que 1 < u,, < 2 pour tout n de N.

Correction

Initialisation. ug =2 et 1 <2 < 2 : vrai au rang 0.

Hérédité. Soit n € N. Supposons 1 < u,, < 2. Sur [1,2], f est croissante (I1.3.b) et f(1) =1, f(2) =~ 1,25 < 2. De plus,
d’apres II.1.a) : f(u,) < wu, < 2. Et comme u, > 1 et f croissante : f(u,) > f(1) = 1.

Donc 1 < upyg <2

Conclusion. D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N : 1 < u,, < 2.

b) (0.5 pt) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

Correction

Soit n € N. Comme u,, € [1,2], d’apres II1.1.a) : upr1 = f(un) < up.
Donc (uy,) est décroissante.

c) (0.75 pt) En déduire que la suite (u,) est convergente et calculer lirf U,
n—-—+0o0

Correction

(uy) est décroissante et minorée par 1, donc convergente vers une limite £ > 1.
Par continuité de f : £ = f(£), avec £ € [1,2]. D’aprés II1.1.b), ¢ = 1.

Donc lim wu, =1.
n—-+o0o
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